
ГЛАВА 3 

ПОЛИНОМИАЛЬНО РАЗРЕШИМЫЕ СЛУЧАИ ЗАДАЧИ 
РАЗМЕЩЕНИЯ СРЕДСТВ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 
Задача размещения средств обслуживания, как уже неоднократно отмечалось, от-

носится к числу труднорешаемых задач, для которых построение точных полиномиальных 
алгоритмов представляется делом весьма проблематичным. Одним из важных направле-
ний исследования труднорешаемых задач является, как известно, рассмотрение частных 
случаев задач, что позволяет сузить множество исследуемых конкретных задач и, исполь-
зуя дополнительные свойства задач рассматриваемых подклассов, построить для их реше-
ния точные полиномиальные алгоритмы.  

Частные случаи экстремальных задач выделяются, как правило, посредством нало-
жения дополнительных условий на исходные данные. В случае задачи размещения произ-
водства такие условия накладываются на матрицу транспортных затрат или ее характери-
стическую матрицу. При этом следует подчеркнуть, что поскольку задача размещения 
производства рассматривается еще и как  математическая модель принятия решений по 
размещению и использованию различных технических средств обслуживания, то важно, 
чтобы накладываемые на матрицу транспортных затрат дополнительные условия были бы 
понятны и реальны с практической точки зрения. 

В настоящей главе рассматриваются два вида условий на матрицу транспортных 
затрат, обладающих полезными качествами, использование которых позволяет построить 
эффективные алгоритмы решения задачи размещения средств обслуживания. Эти условия 
приводят к матрицам, обладающим гриди свойством, и матрицам, обладающим свойством 
связности. Обзор некоторых результатов, полученных при рассмотрении матриц с указан-
ными свойствами, содержится в монографии [18] и работе [36], в которой, в частности, 
указано на эквивалентность различных определений гриди свойства. 

Первыми и наиболее простыми представителями класса матриц, обладающих гри-
ди свойством, являются так называемые правильные матрицы. Характеристическая мат-
рица правильной матрицы устроена достаточно просто и в каждом столбце такой матрицы 
нулевые строки расположены подряд. На такие матрицы впервые внимание было обраще-
но в работе [16], а в монографии [18] они были достаточно подробно изучены. В качестве 
наиболее простого алгоритма решения задачи размещения с правильной матрицей в [30, 
29, 18] рассмотрен алгоритм динамического программирования. Этот алгоритм применя-
ется к так называемой задаче о ближайшем соседе, к которой сводится задача размещения 
средств обслуживания с правильной матрицей транспортных затрат. Другой подход к по-
строению алгоритма для задачи размещения с правильной матрицей изложен в [16, 22] и 
связан с представлением такой задачи в виде задачи минимизации полиномов от булевых 
переменных, которые также названы правильными. Особенность правильных полиномов 
такова, что для решения задачи их минимизации можно построить эффективный алгоритм 
на базе метода псевдобулева программирования. Такое становится возможным потому, 
что удается в явном и достаточно простом виде построить функцию, осуществляющую 
сведение задачи минимизации исходного правильного полинома к задаче минимизации 
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аналогичного полинома, но с числом переменных на единицу меньше. Следует отметить 
также, что этот же подход к построению эффективного алгоритма минимизации полино-
мов удастся реализовать [112] и в более общей ситуации, когда характеристическая мат-
рица у полинома правильная, а коэффициенты, в отличии от правильного полинома, могут 
иметь произвольные знаки. 

Интересным обобщением правильных матриц являются так называемые почти пра-
вильные матрицы. Отличие состоит в том, что в случае почти правильной матрицы в каж-
дом столбце характеристической матрицы подряд расположены либо нулевые, либо еди-
ничные строки столбца. Другими словами, если характеристическая матрица правильной 
матрицы реализуется как семейство подцепей некоторой цепи, то характеристическая 
матрица почти правильной — как семейство подцепей некоторого цикла. Задача миними-
зации почти правильных полиномов не является существенно более сложной по сравне-
нию со случаем правильных полиномов и сводится к задаче минимизации таких полино-
мов. Достаточно полное исследование задачи минимизации почти правильных полиномов 
приведено в работе [9]. 

Другое обобщение правильных матриц рассмотрено в [4]. Характеристические 
матрицы для матриц этого класса представляются как характеристические матрицы се-
мейства ориентированных цепей некоторого ориентированного дерева. Задача минимиза-
ции полиномов с характеристическими матрицами, обладающими указанным свойством, 
не сводится к задаче минимизации правильного полинома, однако идеи, заложенные в по-
строение упомянутого выше алгоритма, могут быть перенесены на случай и таких поли-
номов. 

Существенным расширением класса правильных матриц являются так называемые 
вполне уравновешенные матрицы. Широкую известность такие матрицы получили благо-
даря работе [116′], в которой введены такие важные понятия как гриди матрица и гриди 
матрица в стандартной форме, доказана теорема о возможности приведения произвольной 
(0,1)-матрицы к дважды лексически упорядоченной матрице и тем самым поставлен знак 
равенства между вполне уравновешенными  и гриди матрицами. В этой работе предложен 
также алгоритм решения задачи размещения средств обслуживания, представленный в 
виде задачи о покрытии множествами с матрицей ограничений, являющейся гриди матри-
цей. Рассматриваются релаксированная  задача о покрытии множествами и двойственная к 
ней, известная под названием задачи об упаковке. Показано, что такая пара двойственных 
задач обладает тем замечательным свойством, что, во-первых,  задача об упаковке может 
быть решена нетрудоемким алгоритмом, названым гриди алгоритмом, и, во-вторых,  по 
решению задачи об упаковки достаточно просто строится оптимальное решение прямой 
задачи. Это оптимальное решение является целочисленным и, следовательно, в результате 
работы гриди алгоритма получается оптимальное решение релаксированной задачи о по-
крытии, которое одновременно является оптимальным решением исходной задачи о по-
крытии множествами. 

Отмечая важность работы [116′] для исследования вполне уравновешенных мат-
риц, следует, тем не менее, заметить, что впервые гриди алгоритм для указанной пары 
двойственных задач был построен В.А. Трубиным в работе [64]. В этой работе не исполь-
зовались понятия вполне уравновешенной и гриди матрицы, а рассматривалось эквива-
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лентное определение гриди свойства через так называемые Q-матрицы. Было показано, 
что если матрица ограничений задачи об упаковке является Q-матрицей, то алгоритмом, 
практически ничем не отличающимся от упомянутого выше гриди алгоритма из [116′], 
можно получить оптимальное решение данной задачи, которое порождает оптимальное 
решение задачи размещения средств обслуживания. 

Строение вполне уравновешенных матриц с использованием различной термино-
логии изучалось в ряде работ (см, например, [74′, 93′, 125]), из которых следует, что вся-
кая такая матрица может рассматриваться, как характеристическая матрица семейства 
поддеревьев некоторого дерева. С учетом этого обстоятельства и того факта, что вполне 
уравновешенные матрицы привлекли к себе внимание при изучении задачи размещения 
на древовидных сетях, основные примеры порождения таких матриц связаны с деревьями. 
В [97′] введено понятие поддеревьев соседства и показано, что характеристическая матри-
ца семейства поддеревьев соседства является вполне уравновешенной. Следует отметить, 
что практически одновременно и независимо В.А. Трубин в работе [62], а позднее в моно-
графии [51′] дал два примера семейств поддеревьев, порождающих Q-матрицы. Одним из 
этих примеров являются  поддеревья соседства. Пример вполне уравновешенной матри-
цы, не являющейся характеристической матрицей семейства поддеревьев соседства, при-
веден в работе [82′]. Как обобщение класса вполне уравновешенных матриц, порождае-
мых семействами поддеревьев соседства, можно рассматривать предложенный в [151′] 
класс вполне уравновешенных матриц, образованный матрицами смежности двух се-
мейств поддеревьев соседства. 

Хотя вполне уравновешенные матрицы образуют существенно более широкий 
класс, чем правильные матрицы, они сохраняют основное полезное свойство правильных 
матриц, позволяющее при решении задачи минимизации  правильного полинома эффек-
тивно использовать метод псевдобулева программирования. Первые замечания о возмож-
ности распространения алгоритма  минимизации правильных полиномов на случай вполне 
уравновешенных полиномов содержатся в уже упомянутом обзоре [36]. Подробное описа-
ние алгоритма, основанного на сведении задачи минимизации исходного вполне уравно-
вешенного полинома к задаче минимизации аналогичного полинома, но с числом пере-
менных на единицу меньше, дано в [23]. Более того, по аналогии со случаем правильного 
полинома в [23] показано, что некоторая модификация данного алгоритма может быть ис-
пользована для решения задачи минимизации полиномов аналогичных вполне уравнове-
шенным, но с коэффициентами произвольных знаков.  

Свойство связности матрицы транспортных затрат — еще один важный класс 
свойств, использование которых позволяет эффективно решать задачу размещения. При 
этом, если гриди свойство накладывает дополнительные требования на пары столбцов ха-
рактеристической матрицы, то свойство связности требует выполнения некоторых допол-
нительных условий для всякой пары строк матрицы транспортных затрат или ее характе-
ристической матрицы. И хотя с некоторой точки зрения эти требования на матрицу можно 
считать достаточно жесткими, тем не менее, матрицы с такими свойствами отражают ре-
альные величины затрат на удовлетворение спроса потребителей при их размещении, на-
пример, вдоль некоторой магистрали. 
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Впервые понятие связности для матрицы транспортных затрат было введено Э.Х. 
Гимади в его работе [24′]. В этой работе и работе [24] был развит подход к исследованию 
задачи размещения с матрицей, обладающей свойством связности, с использованием ди-
намического программирования [10] и, в частности, задачи о ближайшем соседе [10]. Зна-
чительное внимание исследованию свойства связности матриц и построению эффектив-
ных алгоритмов, использующих это свойство, сделано в работах [29, 30], в том числе в 
монографии  [18]. 

Обобщением свойства связности является свойство p-связности, p = 1, 2, 3…, вве-
денное в работе [12]. Это свойство при p = 1 совпадает со свойством связности, а при p = 2 
позволяет существенно расширить класс матриц транспортных затрат, с которыми задача 
размещения является полиномиально разрешимой. Эффективные алгоритмы решения за-
дачи размещения в случае p-связных матриц при p ≤ 2 были построены в [12, 6] с исполь-
зованием представления задачи размещения в виде задачи минимизации полиномов от бу-
левых переменных. Соответствующие полиномы обладают тем свойством, что их харак-
теристические матрицы являются p-связными. К сожалению, при p = 2 свойство p-
связности исчерпывает свои возможности для построения эффективных алгоритмов. За-
дача размещения с 3-связной матрицей транспортных затрат становится труднорешаемой 
[4]. 

Обобщающим понятием связности является связность матрицы относительно гра-
фов. Первое определение матрицы, связной относительно ациклической сети, дано Э.Х. 
Гимади в [26] и использовано для построения на основе динамического программирова-
ния эффективного алгоритма решения задачи размещения с матрицей транспортных за-
трат, связной относительно дерева. Основные результаты в исследовании свойств матриц, 
связных относительно графов, получены А.А. Агеевым в работе [1]. Им показано, что 
матрица, связная относительно внешнепланарного графа, приводима к матрице со свойст-
вом 2-связности и, следовательно, задача размещения с матрицей транспортных затрат, 
связной относительно внешнепланарного графа, полиномиально разрешима. Показано 
также, что такое естественное расширение класса матриц, связных относительно внешне-
планарных графов, до класса матриц, связных относительно планарных графов, делает за-
дачу труднорешаемой. Таким образом, хотя введение понятия связности относительно 
графов не привело к открытию новых свойств матрицы транспортных затрат, позволяю-
щих строить эффективные алгоритмы для задачи размещения, тем не менее это понятие 
позволило дать наглядную геометрическую интерпретацию свойства 2-связности и полу-
чить достаточное условие приведения матрицы к 2-связной. 

Особенно полезно понятие связности относительно графов для установления воз-
можности эффективного разрешения задачи размещения на сети. Поскольку матрица, 
связная относительно внешнепланарного графа, приводима к 2-связной матрице, то задача 
размещения на сети в виде внешнепланарного графа и, в частности,  в виде дерева будет 
эффективно разрешимой. Важными и интересными являются результаты об эффективной 
разрешимости задачи размещения на сети, не являющейся внешнепланарным графом. 
Здесь следует отметить работы [5,  ], показывающие, что полиномиально разрешимой яв-
ляется задача размещения на последовательно–параллельных сетях.  
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Наличие у матрицы транспортных затрат гриди свойства или свойства связности 
зависит соответственно от порядка строк и от порядка столбцов матрицы. При одном по-
рядке матрица может не обладать полезными свойствами, а при другом — такие свойства 
могут иметь место. В этой связи возникает вопрос о построении эффективных алгоритмов 
распознавания полезных свойств, то есть алгоритмов приведения (путем перестановки 
строк и столбцов) сходной матрицы к матрице с требуемым свойством. Такие алгоритмы 
должны либо строить необходимую перестановку, либо устанавливать, что нужной пере-
становки не существует и матрица не приводима к матрице с нужным свойством. Алго-
ритмы приведения произвольной (0,1)-матрицы к правильной и почти правильной по-
строены в [9]. Алгоритм распознавания гриди свойства (0,1)-матрицы легко может быть 
построен на основе результатов, полученных в [116′]. Эффективный алгоритм, приводя-
щий произвольную (0,1)-матрицу к 1-связной, либо устанавливающий, что это не возмож-
но, предложен в [20]. В случае свойства 2-связности вопрос о построении аналогичного 
алгоритма остается открытым. 

Настоящая глава состоит из семи параграфов. В первом рассматриваются правиль-
ные и почти правильные матрицы транспортных затрат и исследуется задача размещения 
с такими матрицами. Второй параграф посвящен описанию алгоритмов распознавания 
правильных и почти правильных (0,1)-матриц. В § 3 рассматривается класс вполне урав-
новешенных (0,1)-матриц и исследуется задача о покрытии множествами и задача мини-
мизации полиномов от (0,1)-переменных, соответствующие задаче размещения в случае, 
когда матрица ограничений задачи о покрытии и характеристическая матрица полинома 
являются вполне уравновешенными. § 4 посвящен исследованию задачи размещения в 
случае, когда матрица транспортных затрат является p-связной, а в § 5 приводится алго-
ритм распознавания свойства 1-связности у произвольной (0,1)-матрицы. В § 6 приводятся 
основные результаты, касающиеся связности относительно графов. В заключительном § 7 
рассматриваются эффективно разрешимые случаи задачи размещения на сети. 

 

1      Правильные и почти правильные матрицы и  
полиномы 
 
Начиная с этого параграфа, рассмотрим условия, налагаемые на матрицу транс-

портных затрат C, использование которых позволяет построить для решения задачи FL 
эффективные алгоритмы. Первыми такими матрицами, обладающими полезными свойст-
вами, являются так называемые правильные и почти правильные матрицы. Эти матрицы 
имеют достаточно простое строение, но вместе с тем отражают часто встречающиеся на 
практике свойства транспортных затрат. Действительно, предположим, что потребители и 
места возможного открытия предприятий расположены вдоль некоторой магистрали. То-
гда для каждого потребителя в любую сторону по магистрали от места его размещения 
транспортные затраты будут тем больше, чем дальше по магистрали расположено пред-
приятие. Это свойство транспортных затрат фактически и отражают правильные матрицы. 
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Аналогичное свойство описывают и почти правильные матрицы для случая не прямой, а 
замкнутой магистрали. 

1.1.   Свойства квазивыпуклости и квазивогнутости  

Вектор-столбец (ci) (i∈I) назовем квазивыпуклым, если для любых i, k, l∈I, I < k < l, 
выполняется неравенство 

ck ≤ max {ci, cl} 
и назовем квазивогнутым, если выполняется неравенство 

ck ≥ min {ci, cl}. 
 

 Матрицу C = (cij) (i∈I, j∈J) назовем правильной, если все ее столбцы являются ква-
зивыпуклыми, и назовем почти правильной, если ее столбцы либо квазивыпуклые, либо 
квазивогнутые. 

Понятно, что свойство матрицы быть правильной (почти правильной) зависит от 
нумерации строк матрицы. При одной нумерации матрица будет обладать этим свойст-
вом, а при другой — нет. Будем говорить, что матрица C приводима перестановкой строк 
к правильной (почти правильной) матрице, если существует перестановка строк, при ко-
торой полученная матрица C′  становится правильной (почти правильной). Вопрос об 
отыскании такой перестановки представляет безусловный интерес и к его обсуждению 
ниже мы еще вернемся. 

Всякий (0,1)-вектор является, очевидно, квазивыпуклым, если не содержит подмат-

рицу 






0

0
1 . Отсюда становится ясно, как устроена максимальная по числу столбцов пра-

вильная (0,1)-матрица с числом строк m. Она содержит ровно m – l + 1 различных столб-
цов с числом нулей, равным l, 1 ≤ l ≤ m–1. Поэтому максимальное число столбцов харак-

теристической матрицы H правильной матрицы C будет равно )2)(1(
2
1

+− mm . Понятно, 

что если (0,1)-вектор (hi) (i∈I) является квазивогнутым, то (0,1)-вектор (1–hi) (i∈I) будет 
квазивыпуклым и наоборот. Поэтому максимальное число столбцов характеристической 
матрицы H для матрицы C, состоящей из квазивогнутых столбцов, будет также равно 

)2)(1(
2
1

+− mm , а максимальное число различных столбцов характеристической матрицы 

H для почти правильной матрицы C с числом строк m равняется m(m – 1). 
Строение (0,1)-матрицы можно охарактеризовать, рассматривая ее как характери-

стическую матрицу семейства подграфов некоторого графа. Пусть имеется граф с множе-
ством вершин I. Рассмотрим подграф этого графа, индуцированный подмножеством вер-
шин I′⊂ I. Вектор-столбец (hi) (i∈I), где 



 ′∈

=
иначе,   1

, если  ,0 Ii
hi  

назовем характеристическим вектором данного подграфа. 
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Рассмотрим некоторое семейство подграфов данного графа, каждый из которых 
индуцирован соответствующим подмножеством вершин. Матрицу, столбцы которой — 
характеристические векторы подграфов, назовем характеристической матрицей семей-
ства подграфов. В этих терминах правильные и почти правильные (0,1)-матрицы описы-
ваются очень просто. Правильная матрица есть характеристическая матрица семейства 
подцепей некоторой цепи, а почти правильная — семейства цепей некоторого цикла. 

1.2. Задача о ближайшем соседе. Алгоритм динамического  
программирования 

Наиболее простой алгоритм решения задачи FL в случае правильной матрицы C 
получается, если воспользоваться идеями метода рекурсивных соотношений динамиче-
ского программирования [10′, 22]. При этом будет удобней строить такой алгоритм не не-
посредственно для задачи FL, а для некоторой вспомогательной задачи, называемой зада-
чей о ближайшем соседе [10], к которой сводится задача FL с правильной матрицей C. 
Кроме того, эта задача будет полезна и в дальнейшем. 

Пусть имеется целочисленный сегмент Z = {0,1,…, n} и неотрицательная функция 
f(x,y), заданная на парах (x,y) таких, что 0 ≤ x < y ≤ n. Задачей о ближайшем соседе будем 
называть следующую задачу 

∑
=

−

N

i
ii

xN
xxf

p 1
1

}{,
);,(min  

;...0 10 nxxx N =<<<=  

.,...,1   , NiZxi =∈  

В этой задаче нужно отыскать такую возрастающую последовательность {x0, x1,…, xN} 
элементов множества Z, чтобы сумма значений функции f(x,y) от каждых двух соседних 
элементов последовательности была наименьшей. 

Алгоритм решения задачи о ближайшем соседе строится на основе метода динами-
ческого программирования, суть которого состоит в том, чтобы не использовать рассмат-
риваемую задачу изолированно, а попытаться включить ее в некоторую последователь-
ность однотипных задач и составить соотношения (называемые рекуррентными), связы-
вающие оптимальные значения целевых функций задач последовательности. 

Рассмотрим последовательность задач {Π(y), y = 0, 1,…, n}, где каждая задача Π(y) 
отличается от исходной задачи о ближайшем соседе только тем, что вместо целочислен-
ного сегмента Z рассматривается часть этого сегмента Z(y) = {0, 1,…, y}. Обозначим через 
S(y) оптимальное значение целевой функции задачи Π(y). При этом по определению счи-
таем, что S(0) = 0. Имеет место следующая лемма, устанавливающая справедливость со-
отношений, позволяющих отыскивать оптимальные значения целевых функций каждой 
задачи последовательности по оптимальному значению целевых функций предыдущих 
задач. 

Лемма 3.1.1. Справедливы следующие равенства: 
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{ } .,...,1   ,),()(min)(

;0)0(

0
nyyxfxSyS

S

yx
=+=

=

<≤

 

Для доказательства второго равенства при произвольном y, 0 ≤ y ≤ n,  заметим 
прежде всего, что для любого x, 0 ≤ x < y,  имеет место неравенство 

S(y) ≤ S(x) + f(x,y). 
Действительно, пусть {x0, x1,…, xN} — оптимальное решение задачи Π(x). Тогда последо-
вательность {x0, x1,…, xN, y} будет, очевидно, допустимым решением задачи Π(y) со зна-
чением целевой функции S(x) + f(x,y). 

Покажем, кроме того, что существует элемент x, 0 ≤ x < y, для которого выполняет-
ся равенство 

S(y) = S(x) + f(x,y). 

Действительно, пусть },...,,{ 10
∗∗∗
Nxxx — оптимальное решение задачи Π(y). Тогда, очевид-

но, последовательно },...,,{ 110
∗
−

∗∗
Nxxx будет оптимальным решением задачи ).( 1

∗
−NxΠ  То-

гда можем написать 

∑
−

=

∗
−

∗
−

∗∗
−

∗∗
− +=+=

1

1
1111 ).,()(),(),()(

N

i
NNNNii yxfxSxxfxxfyS  

Это завершает доказательство. 
Следствие. При любом  y, 1 ≤ y ≤ n, если для некоторого x, 0 ≤ x < y, выполняется 

равенство S(y) = S(x) + f(x,y), то существует оптимальное решение },...,,{ 10
∗∗∗
Nxxx  задачи 

Π(y), такое, что .1 xxN =∗
−  

Основанный на приведенных выше рекуррентных соотношениях алгоритм реше-
ния задачи о ближайшем соседе состоит из двух этапов. Первый этап включает n шагов. 
На k-м, k = 1,…, n, шаге вычисляется величина S(k) по формуле 

)}.,()({min)(
0

kifiSkS
ki

+=
<≤

 

Второй этап состоит из предварительного шага и конечного числа однотипных ос-
новных шагов. На предварительном шаге полагается .0 ny =  На k-м, k = 1, 2, … основном 

шаге рассматривается элемент yk–1, найденный на предыдущем шаге, и отыскивается эле-
мент yk, 0 ≤ yk < yk–1, такой, что  

S(yk–1) = S(yk) + f(yk,yk–1). 
Если yk > 0, то начинается следующий шаг. Если yk = 0, то алгоритм заканчивает работу и 
{yk, yk–1,…, y1} — оптимальное решение задачи. 

Легко видеть, что для реализации первого этапа алгоритма требуется O(n2) дейст-
вий, а для реализации второго — O(n). Поэтому трудоемкость рассмотренного алгоритма 
оценивается величиной O(n2). 

Следующая теорема показывает, что если матрица транспортных затрат  правиль-
ная, то для решения задачи FL может быть эффективно использован метод динамического 
программирования. 
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Теорема 3.1.1. Если матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) является правильной, то задача FL с 
матрицей транспортных затрат C сводится к задаче о ближайшем соседе. 

Убедимся прежде в справедливости следующего выражения. 
Лемма 3.1.2. Если вектор–столбец (ci) (i∈I) является квазивыпуклым, то 

∑
=

−
∈

−−=
m

i
iii

Ii
cccc

2
11 }.;0max{min  

Доказательство. Пусть .min
0 i

Ii
i cc

∈
=  В силу квазивыпуклости вектор–столбца (ci) 

имеем  

mii ccccc ≤≤≤≥≥≥ + ...... 121 00
. 

Но тогда можем написать 

.};0max{};0max{)(
2

1
2

11
2

111
00

0 ∑∑∑
=

−
=

−
=

− −−=−−=−−=
m

i
ii

i

i
ii

i

i
iii cccccccccc  

Лемма доказана. 
Для доказательства теоремы вместо задачи FL будет удобней рассматривать зада-

чу MINF0 и доказать ее сведение к задаче о ближайшем соседе. Поэтому поставим в соот-
ветствие исходной задаче MINF0 задачу о ближайшем соседе с множеством Z = {0,1,…, m, 
m+1} и функцией f(x,y) вида 















=<=∞
+=<<

≤<<−+

≤<=+

= ∑

∑

∈

∈

.0 если     ,
;10 если      ,0

;0 если   },;0max{

;0 если   ,

),(

myx
myx

myxccc

myxcc

yxf
Jj

yjxjy

Jj
yjy

 

Допустимое решение X={i1,…, iP} исходной задачи MINF0 и допустимое решение  
{i0,i1,…, iP, iP+1} рассматриваемой задачи о ближайшем соседе назовем соответствующи-
ми решениями. Покажем, что для ответствующих решений значения целевых функций 
исследуемых задач совпадает. В самом деле, учитывая предыдущую лемму 3.1.2, можем 
написать 

∑ ∑ ∑ ∑
∈ ∈ = ∈ ≤≤∈

=+=+
Xi Jj

P

p Jj
ji

Pp
iij

Xi
i pp

cfcf
1 1

minmin  

∑ ∑ ∑
= ∈ =

=












=−+
−

P

p Jj

P

p
jijijii ppp

cccf
1 2

};0max{
11
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
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−−++
−

Jj
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jijiijii ppp
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2
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111
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2

1

1
111 ∑ ∑

=

+

=
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Поскольку по оптимальному решению каждой из задач очевидным образом строится со-
ответствующее ему решение другой задачи и при этом значения целевых функций на со-
ответствующих решениях равны, то критерий оптимальности (лемма 1.1.1) выполняется. 
Следовательно, построенное по оптимальному решению задачи о ближайшем соседе ре-
шение задачи MINF0 будет оптимальным. Теорема доказана. 

Нетрудно получить оценку трудоемкости алгоритма решения задачи FL с правиль-
ной матрицей C, использующего в качестве подалгоритма алгоритм решения соответст-
вующей задачи о ближайшем соседе. Трудоемкость процедуры построения исходных дан-
ных задачи о ближайшем соседе оценивается величиной O(m2n). Эта оценка перекрывает 
оценку трудоемкости вычислений по рекуррентным соотношениям и является оценкой 
трудоемкости алгоритма решения задачи FL в целом. 

1.3.  Правильные полиномы с неотрицательными коэффициен-
тами 

Полином P0(y1,…, ym) с неотрицательными коэффициентами назовем правильным, 
если его характеристическая матрица — правильная. Правильный полином может быть 
записан следующим образом: 

∑∑
= =

⋅⋅=
m

i

m

ik
kiikm yybyyP

1
10 ,...),...,(  

где bik ≥ 0 при i ≠ k. 
Отметим, что приведенный вид полинома P0(y1,…, ym) предполагает некоторый 

специальный порядок столбцов характеристической матрицы. При таком порядке первые 
номера имеют столбцы, у которых в первой строке нули, вторые места занимают столбцы, 
которые имеют нули во второй строке, следующие места — столбцы, имеющие нули в 
третий строке и т.д. Кроме того, столбцы каждой такой группы  упорядочены еще в по-
рядке лексикографического убывания. Правильную (0,1)-матрицу с указанным порядком 
столбцов будем называть  матрицей в стандартной форме. 

Правильные полиномы обладают тем свойством, что для решения задачи их мини-
мизации можно построить эффективный алгоритм на базе псевдобулева программирова-
ния. Это становится возможным, поскольку удается в явном виде построить функцию, 
осуществляющую редукцию исходного полинома к правильному полиному с числом пе-
ременных на единицу меньше и такого, что оптимальные значения переменных задачи 
минимизации этого полинома являются оптимальными значениями соответствующих пе-
ременных задачи минимизации исходного полинома. 

Имеет место следующая  
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Теорема 3.1.2. Задача MINP0 правильного полинома сводится к задаче MINP0 пра-
вильного полинома, с числом переменных на единицу меньше, чем у исходного полинома. 

Доказательство. В соответствии с методом псевдобулева программирования для 
представления полинома P0(y1,…, ym) в виде 

∑∑∑
= ==

⋅⋅+⋅⋅⋅=
m

i

m

ik
kiik

m

k
kkm yybyybyyyP

21
21110 ,......),...,(  

построим функцию y1(y2,…, ym) такую, что 
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Для этого рассмотрим функцию 

ρ (l)= ∑
=

l

k
kb

1
1 ,  1 ≤  l  ≤  m, 

и определим такой наименьший номер l1, 1 ≤  l1 ≤ m, что ρ (l1) > 0. Если ρ (m) ≤ 0, то счита-
ем, что l1 = m + 1. 

Положим 


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и покажем, что данная функция обладает указанным выше свойством. 
Для этого рассмотрим первоначально произвольный неединичный (0,1)-вектор 

(y2,…, ym) и пусть i0, 1 < i0 ≤ m, — наименьший номер такой, что .0
0
=iy  Поскольку 

∑∑
−

==
==⋅⋅

1

1
1

1
21

0
...

i

k
k

m

k
kk byyb ρ (i0–1), 

то исследуем зависимость между знаком величины ρ (i0–1) и значением функции  
y1(y2,…, ym). Если ρ (i0–1) > 0, то l1 ≤  i0 – 1 и, следовательно, y1(y2,…, ym) = 0, если l1 = 1, и 

0...1)...(
1221 =⋅⋅−=⋅⋅ lm yyyyy , то l1 > 1. Пусть ρ (i0–1) < 0. Тогда l1 ≥ i0 и y1(y2,…, ym) = 1. 

К аналогичным результатам приходим, когда (y2,…, ym) — единичный вектор. В 
этом случае рассмотрим знак величины ρ (m). Если ρ (m) > 0, то l1 ≤ m и y1(y2,…, ym) = 0. 
Если же ρ (m) < 0, то l1 = m + 1 и, следовательно, y1(y2,…, ym) = 1. 

Таким образом, получаем полином 

,......),...,(),...,(
1 2

212120 ∑ ∑∑
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kiikkkmm yybyybyyyyyP  



Глава 3       12
 
 

который по построению обладает тем свойством, что если ),...,( 2
∗∗
myy — оптимальное ре-

шение задачи MINP0 для этого полинома, то ),...,,( 21
∗∗∗
myyy , где ),...,( 211

∗∗∗ = myyyy  являет-

ся оптимальным решением задачи MINP0 исходного полинома P0(y1,…, ym). 
Покажем, что полученный полином ),...,( 20 myyP′ — правильный полином с неот-

рицательными коэффициентами. Для этого рассмотрим полином 

∑
=

⋅⋅
m

k
kkm yybyyy

1
2121 ...),...,(  

и заметим, что это правильный полином с неотрицательными коэффициентами. Если 
y1(y2,…, ym)=0 или y1(y2,…, ym)=1, то доказывать нечего. Если же =),...,( 21 myyy  

12 ...1 lyy ⋅⋅− , то можем написать 

..........)...1(
1
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1
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Отсюда с учетом того, что ρ (l1–1) ≤ 0, получаем требуемое. Теорема доказана. 
Из доказательства теоремы следует, что задача MINP0 для исходного полинома 

∑∑
= =

⋅⋅=
m
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m

ik
kiikm yybyyP
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сводится к задаче MINP0 для полинома 
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20 ∑∑
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m

ik
kiikm yybyyP  

коэффициенты которого вычисляются следующим образом: 
если l1 = 1, то 

ikik bb =′ ,  2 ≤ i ≤ k ≤ m; 

если 1 < l1 ≤ m, то 
,212 kkk bbb +=′  2 ≤ k ≤ l1–1, 

,
1

1
212

1

11 ∑
−

=
+−=′

l

k
lkl bbb  

kk bb 22 =′ ,  l1< k ≤ m, 

,ikik bb =′   3 ≤ i ≤ k ≤ m; 

если l1 = m + 1, то 
,212 kkk bbb +=′   2 ≤ k ≤ m, 

,ikik bb =′   3 ≤ i ≤ k ≤ m. 

Из доказательства следует также, что задача MINP0 для исходного полинома сво-
дится к задаче минимизации полинома от одной переменной, которая решается очевид-
ным образом. Следовательно, базируясь на доказанной теореме и используя приведенные 
выше формулы для расчета коэффициентов нового полинома с числом переменных на 



Полиномиально разрешимые случаи задачи размещения  13
 
 
единицу меньше, можно построить эффективный алгоритм минимизации првильного по-
линома. 

Алгоритм состоит из двух этапов, на первом из которых строятся формулы для вы-
числения оптимальных значений переменных, а на втором вычисляются сами эти значе-
ния. 

Первый этап включает m шагов. На s-м шаге, s =1, 2,…, m–1, рассматривается по-
лином 

∑ ∑ ∑
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ik
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sksms
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и отыскивается номер ls, s ≤ ls ≤ m+1. После этого в зависимости от величины номера ls, 

строятся новые коэффициенты ,1 ,)1( mkisb s
ik ≤≤≤++ и начинается следующий шаг. 

На m-м шаге рассматривается полином 
)()(

0 )( m
mmmm

m byyP =  

и отыскивается номер lm, равный либо m, либо m+1. На этом первый этап алгоритма за-
канчивается и начинается второй. 

Второй этап также включает m шагов. На s-м шаге, s = m, m–1,…, 1, выполняются 
следующие действия. 

На m-м шаге полагается 


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и начинается m–1-й шаг. 
На s-м шаге, s ≤ m–1, имеются вычисленные на предыдущих шагах компоненты 

∗∗
+ ms yy ,...,1  оптимального решения, с использованием которых вычисляется значение ∗

sy  

по формуле 









+=

≤<⋅⋅−

=

= ∗∗
+

∗

.1  если  ,1

,  если  ,...1

,  если  ,0

1

ml

mlsyy

sl

y

s

sls

s

s s
 

После этого, если s > 1 начинается s–1-й шаг,  иначе алгоритм заканчивает работу. 
Несложно получить оценку временной сложности данного алгоритма. Трудоем-

кость каждого шага первого этапа оценивается, очевидно, величиной O(m). Аналогично, 
трудоемкость каждого шага второго этапа оценивается величиной O(m). Поэтому в целом 
оценка трудоемкости рассмотренного алгоритма решения задачи MINP0 для правильного 
полинома имеет вид O(m2). Заметим, кроме того, что трудоемкость процедуры построения 
по правильной матрице C=(cij) (i∈I, j∈J) коэффициентов правильного полинома P0(y1,…, 
ym) оценивается величиной O(m⋅n). Поэтому оценкой временной сложности алгоритма 
решения задачи FL с использованием процедуры минимизации правильного полинома бу-
дет величина O(m⋅n+m2). 
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1.4.  Почти правильные полиномы с неотрицательными коэффи-
циентами 

Полином q0(y1,…, ym) с неотрицательными коэффициентами назовем почти пра-
вильным, если его характеристическая матрица является почти правильной. Почти пра-
вильный полином, по аналогии с правильным, при соответствующем упорядочении столб-
цов характеристической матрицы может быть записан следующим образом 
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где bik ≥ 0 при i ≠ k и dik ≥ 0. 
Почти правильный полином обладает тем свойством, что оптимальное решение за-

дачи минимизации такого полинома может быть получено с использованием рассмотрен-
ного выше алгоритма минимизации правильного полинома. Действительно, непосредст-
венного из вида почти правильного полинома вытекает следующая 

Лемма 3.1.3. Если q0(y1,…, ym) — почти правильный полином, то при любом k,  
1 ≤ k ≤ m–1, полином 

),...,,0  ,1 ,...,1(),...,( 1010 mkmk yyqyyq ++ =′  

будет правильным. 
Отсюда получаем, что оптимальное решение задачи MINP0 для почти правильного 

полинома может быть найдено в результате решения m–1 задач MINP0 для соответствую-
щих правильных полиномов. 

Трудоемкость такого алгоритма, очевидно, оценивается величиной O(m3), а трудо-
емкость алгоритма решения задачи FL с почти правильной матрицей C=(cij) (i∈I, j∈J) — 
величиной O(m⋅n+m3). 

1.5. Некоторые обобщения правильных и почти правильных  
полиномов 

Ранее было отмечено, что правильные и почти правильные (0,1)-матрицы можно 
рассматривать как характеристические матрицы семейств подцепей соответственно неко-
торой цепи и некоторого цикла. Можно указать графы более общие, чем цепи и циклы, 
характеристические матрицы семейств некоторых подграфов которых обладают свойст-
вами, аналогичными свойствам правильных и почти правильных матриц. К таким графам 
относятся, в частности, так называемые корневые деревья. 

Корневым деревом называют ориентированный граф без контуров с выделенной 
вершиной, называемой корневой, и обладающей тем свойством, что из любой вершины 
существует единственная ориентированная цепь (путь) в корневую вершину. 

Рассмотрим (0,1)-матрицу H, являющуюся характеристической для произвольного 
семейства P1,…, Pk ориентированных цепей корневого дерева T с множеством вершин  
I = {1,…, m} и полином, порожденный данной (0,1)-матрицей. Понятно, что указанный 
класс матриц содержит в себе правильные (0,1)-матрицы, которые являются характери-
стическими для семейств подцепей некоторой цепи. Заметим далее, что полиномы с таки-
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ми характеристическими матрицами обладают тем же полезным свойством, что и пра-
вильные полиномы, использование которого позволяет строить эффективные алгоритмы 
их минимизации. Действительно, пусть T′ — подграф корневого дерева T, порожденный 
вершинами рассматриваемого семейства ориентированных цепей. Пусть i — произволь-
ная висячая вершина любой компоненты связности графа T′. Понятно, что множества 
вершин путей, проходящих через вершину i, будут сравнимы между собой по включению. 
Следовательно, полином, состоящей из членов исходного полинома, содержащих пере-
менную yi, будет иметь то же строение, что и полином, включающий члены правильного 
полинома, содержащие переменную y1. Поэтому задача минимизации рассматриваемого 
полинома, так же как и в случае правильного полинома сводится к задаче минимизации 
того же класса, но от меньшего числа переменных. 

Более строго наличие полезного свойства у характеристической матрицы H семей-
ства ориентированных цепей корневого дерева T доказывает следующее утверждение. 

Лемма 3.1.4. Семейство P1,…, Pk ориентированных цепей корневого дерева T об-
ладает тем свойством, что либо найдутся вершина дерева T, принадлежащая только одной 
из цепей, либо в рассматриваемом семействе найдется две цепи, одна из которых является 
частью другой. 

Доказательство. Пусть i — вершина дерева T, принадлежащая одной из цепей се-
мейства и максимально удаленная от корневой вершины дерева T. Предположим, что 
вершина i принадлежит, по крайней мере, двум цепям рассматриваемого семейства. Но 
поскольку все вершины этих двух цепей лежат на пути из вершины i в корневую вершину, 
то одна из цепей будет подцепью другой. Лемма доказана. 

Из доказанного следует, что если H — характеристическая матрица семейства ори-
ентированных цепей корневого дерева T, то матрица — H  будет так называемой Q-
матрицей. Обсуждению таких (0,1)-матриц далее будет уделено значительное внимание. 
Сейчас отметим лишь, что если H — характеристическая матрица полинома, а H является 
Q-матрицей, то для решения задачи минимизации рассматриваемого полинома можно по-
строить эффективный алгоритм, по существу ничем не отличающийся от алгоритма ми-
нимизации правильного полинома. Оценка трудоемкости такого алгоритма имеет вид 
O(m2). 

По аналогии с расширением класса правильных полиномов до почти правильных 
можно обобщить и класс полиномов, порождаемых характеристическими матрицами се-
мейств цепей корневого дерева, и при этом получить класс полиномов, задача минимиза-
ции которых сводится к задаче минимизации исходных полиномов. 

Для этого рассмотрим граф G с множеством вершин I = {1,…, m}, представляющий 
собой один цикл C, каждая вершина которого есть корневая вершина корневого дерева. 
Пусть вершины графа G занумерованы таким образом, что цикл C имеет вершины с номе-
рами m′ + 1,…, m. Справедливо следующее утверждение, аналогичное лемме 3.1.3. 

Лемма 3.1.5. Если q1(y1,…, ym) — полином с характеристической матрицей, яв-
ляющейся характеристической матрицей семейства ориентированных цепей графа G, то 
при любом k, m′ + 1 ≤ k ≤ m–1, задача минимизации полинома 
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),...,,1,...,1,,...,(),...,,,...,( 1111 mkmmkm yyyyqyyyyq +′+′ =′  

сводится к задаче минимизации полиномов с характеристической матрицей, являющейся 
характеристической матрицей семейства цепей корневого дерева. 

Оценка трудоемкости алгоритма минимизации полиномов, порождаемых характе-
ристическими матрицами семейств ориентированных цепей графа G, равняется O(m3). 

2 Алгоритмы распознавания правильных и почти пра-
вильных матриц 
Относительно простое строение правильных и почти правильных матриц не созда-

ет больших сложностей для построения соответствующих алгоритмов приведения. Одна 
из первых попыток распознавания правильных матриц содержится в [1], где предлагаются 
некоторые необходимые и достаточные условия существования  приводящей перестанов-
ки, однако сама эта перестановка в явном виде не строится. Достаточно полное исследо-
вание вопроса о приведении исходной матрицы к правильной и почти правильной дается в 
работе [9] 

2.1.    Алгоритм приведения (0,1)-матрицы к правильной 

Рассмотрим (0,1)-матрицу A = (aij) (i∈I, j∈J) и будем считать, что она не имеет ну-
левых столбцов и единичных строк. Для всякого j∈J рассмотрим множества 

}0|{0 =∈= ijj aIiX  и }1|{1 =∈= ijj aIiX , которые называются индикаторными множест-

вами j-го столбца матрицы A. Понятно, что если матрица A — правильная, то для всякого  

j∈J индикаторное множество 0
jX  совпадает с множеством {i, i+1,…, k}, где 1 ≤ i ≤ k ≤ m, а 

если A — почти правильная, то для всякого j∈J хотя бы одно из индикаторных множеств 
0
jX , 1

jX  совпадает с множеством {i, i+1,…, k}, где 1 ≤ i ≤ k ≤ m.  

Алгоритм построения перестановки {i1,…, im}, приводящей рассматриваемую мат-
рицу A к правильной, либо показывающий, что такое приведение невозможно, будем 
представлять как процесс последовательного применения к исходной матрице, а затем, 
возможно, к некоторым ее подматрицам нижеприводимой процедуры.  

Процедура приведения матрицы A = (aij) (i∈I, j∈J) к правильной состоит из двух 
этапов, каждый из которых, в свою очередь, включает конечное число однотипных шагов. 
При этом на каждом шаге имеется множество J0 просмотренных (приведенных) столбцов 

и некоторое разбиение {Z1,…, ZP} множества U
0

0
0

Jj
jXI

∈
= . Это разбиение обладает тем 

свойством, что если {i1,…, im} — приводящая перестановка, то 
PpiiZ

pp ssp ,...,1  },,...,{ 11
== +−

, 

где 0 ≤ s0 < s1 < … < sP ≤ m. Другими словами, данное разбиение задает множество всех 
перестановок, приводящих к квазивыпуклому виду столбцы из множества J0. Допустимые 
перестановки могут отличаться друг от друга только порядком элементов внутри мно-
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жеств Zp, p = 1,…, P. Однако никакая перестановка элементов из разных множеств Zp не 
является допустимой, поскольку нарушает свойство квазивыпуклости у некоторых столб-
цов  из множества J0. 

Первый этап процедуры состоит из предварительного шага и конечного числа од-
нотипных основных шагов. На предварительном шаге отыскивается элемент j∈J такой, 
что 

.||maxarg 0
0 j

Jj
Xj

∈
=  

Пусть на очередном основном шаге имеется множество J0 ≠ J приведенных столб-

цов и разбиение {z1,…, zP} множества U
0

0
0

Jj
jXI

∈
= , обладающее указанным выше свойст-

вом. На первом шаге имеем J0={j0} и 0
1 0j

XZ = . Шаг начинается с поиска произвольного 

элемента j∉J0, для которого ∅≠∩ 0
0 jXI  и .\ 0

0 ∅≠IX j  Если такого элемента j не суще-

ствует, то первый этап завершается и начинается второй. В противном случае для множе-
ства Ij отыскиваются номера p1 и p2, которые есть соответственно наименьший и наи-

больший элемент p, 1 ≤ p ≤ P, для которого 00 ≠∩ pj ZX . Далее для каждого p, p1 < p < p2, 

проверяется условие 0
jp XZ ⊂ . Если для некоторого p, p1 < p < p2, указанное включение 

не выполняется, то алгоритм заканчивает работу и приводящей перестаноки не существу-

ет. В противном случае проверяются условия 0
1 jXZ ⊂ и 0

jP XZ ⊂ . Если ни одно из этих 

условий не выполняется, то алгоритм заканчивает работу с отрицательным исходом. 

Пусть 0
1 jXZ ⊂ . Тогда строится разбиение 

},,...,,\,,,...,,\{ 1
00

110
0

2222 Ppjpjppj ZZXZXZZZIX +− ∩  

из которого вычеркивается элемент 0\
2 jp XZ , если это пустое множество. Пусть теперь 

0
1 jXZ ⊄ , но 0

jP XZ ⊂ . Тогда строится разбиение 

},\,,...,,,\,,...,{ 0
0

1
00

11 1111
IXZZXZXZZZ jppjpjpp +− ∩  

из которого вычеркивается элемент 0\
1 jp XZ , если это пустое множество. Далее в обоих 

случаях полагается J0 ← J0 ∪ {j}. Если J0 = J, то процедура приведения заканчивает рабо-
ту с положительным исходом. Если же J0 ≠ J, то начинается следующий шаг с новым раз-
биением, построенным на данном шаге. Заметим, что в силу построения новое разбиение 
удовлетворяет сформулированному выше необходимому условию.  

Отметим, что полученное в результате первого этапа подмножество J0 можно счи-

тать таким, что U
0

0

Jj
j IX

∈
= . Действительно, если U

0

0

Jj
j IX

∈
= и I0 ≠ I, то исходная матрица  

A = (aij) (i∈I, j∈J) будет приводится к правильной тогда и только тогда, когда таковыми 
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будут матрицы A1 = (aij) (i∈I0, j∈J0) и A2 = (aij) (i∈I \ I0,  j∈J \ J0). Поэтому рассматривае-
мая процедура приведения может последовательно и независимо применятся к исследова-
нию матриц A1 и A2. 

Второй этап аналогичен первому и включает конечное число однотипных шагов. 
Пусть на очередном основном шаге имеется множество приведенных столбцов  

J0 ≠ J и разбиение {Z1,…, ZP} множества I. На первом шаге рассматриваются множество J0 
и разбиение Z1,…, ZP, полученные в результате первого этапа. Шаг начинается с поиска 

произвольного элемента j∉J0 такое, что pj ZX ⊄0  при любом p, 1 ≤ p ≤ P. Если элемента j 

с этим свойством не существует, то второй этап и вместе с ним вся процедура приведения 
завершается с положительным исходом. В противном случае, также как и на первом этапе, 

для множества 0
jX  отыскиваются номера  p1 и p2, являющиеся соответственно наимень-

шим и наибольшим номером p, 1 ≤ p ≤ P, для которого ∅≠∩ pj ZX 0 . Далее для каждого 

p, p1 < p < p2, проверяется условие 0
jp XZ ⊂ . Если для некоторого p указанное включение 

не выполняется, то процедура заканчивает работу и приводящей перестановки не сущест-
вует. В противном случае, строится разбиение 

},,..., ,\ , ,,..., , ,\ ,,...,{ 1
00

11
00

11 22221111 Ppjpjpppjpjpp ZZXZXZZZXZXZZZ +−+− ∩∩  

из которого удаляются множества 0\
1 jp XZ  и 0\

2 jp XZ  в случае, если они оказываются 

пустыми. Далее полагается J0 ← J0 ∪ {j} и, если J0 ≠ J, начинается следующий шаг. Если 
J0 = J, то второй этап и в целом процедура приведения заканчивают работу с положитель-
ным исходом. 

Пусть по завершению процедуры приведения матрицы A = (aij) (i∈I, j∈J) получены 
множество J и разбиение Z1,…, ZP. Если J0 = J, то алгоритм приведения матрицы A к пра-
вильной считаем законченным. Пусть J0 ≠ J. Заметим, что в этом случае для всякого j∉J0 

имеем pj ZX ⊂0  для некоторого p, 1 ≤ p ≤ P. Положим 

.,...,1  },|{ 0
0 PpZXJjJ pjp =⊂∉=  

Тогда исходная матрица A = (aij) (i∈I, j∈J) будет приводимой к правильной матрице тогда 
и только тогда, когда таковыми будут матрицы  A0 = (aij) (i∈I, j∈J0) и Ap = (aij) (i∈I,  j∈Jp), 
p = 1,…, P. В силу этого, рассмотренная процедура может последовательно и независимо  
применятся к матрицам Ap. В этом случае алгоритм приведения матрицы A к правильной 
завершит свою работу с положительным исходом, если с таким исходом заканчивают 
свою работу алгоритмы  приведения матриц Ap для каждого p=1,…, P. Соответственно ал-
горитм заканчивает работу с отрицательным исходом, если с таким исходом закончит ра-
боту алгоритм приведения матрицы Ap для некоторого p, 1 ≤ p ≤ P. 

Оценим трудоемкость процедуры приведения и алгоритма приведения в целом. 
Заметим, прежде всего, что трудоемкость каждого шага на обоих этапах процедуры при-
ведения оценивается величиной O(m⋅n). Заметим также, что в результате каждого шага 
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либо некоторый столбец исходной матрицы приводится к квазивыпуклому, либо заверша-
ется этап процедуры. Поэтому общее число шагов всех процедур приведения, используе-
мых при исследовании исходной матрицы, оценивается величиной O(n). Таким образом, 
получаем оценку трудоемкости процедуры приведения и в целом алгоритма приведения 
(0,1)-матрицы к правильной равную O(mn2). 

2.2.   Алгоритм приведения (0,1)-матрицы к почти правильной 

Исходной (0,1)-матрице A = (aij) (i∈I, j∈J) поставим в соответствие (0,1)-матрицу 

)~(~
ijaA = (i∈I, j∈J), элементы которой определяются следующим образом: 







=−

=
=

.0 если  ,1

,1 если  ,~
1

1

jij

jij
ij aa

aa
a  

Следующая лемма позволяет выгодно переформулировать задачу о приведении 
(0,1)-матрицу к почти правильной. 

Лемма 3.2.1. Произвольная (0,1)-матрица A приводима к почти правильной тогда и 
только тогда, когда матрица A~  приводима к правильной. 

Доказательство. Пусть исходная матрица A = (aij) (i∈I, j∈J) приводима к почти 
правильной матрице )  ; ,...,1( )( JjmkaA jki ∈==′ . Для приводящей перестановки {i1,…, 

im} можно считать, что i1=1. Действительно, если ik = 1, k ≠ 1, то можно построить перста-
новку {ik, ik+1,…, im, i1,…, ik–1,}, которая также будет приводящей. Рассмотрим матрицу 

), ;,...,1( )~(~ JjmkaA jik ∈==′ элементы которой определяются следующим образом 





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=−

=
=

.0 если  ,1

,1 если  ,~
1

1

jji

jji
ji aa

aa
a
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k
k

 

Матрица A′~  является, очевидно, правильной и приводимой к матрице A~ .  
Обратно. Пусть матрица )~(~

ijaA = (i∈I, j∈J) приводима к правильной матрице 

). ;,...,1( )~(~ JjmkaA jki ∈==′  Поскольку 1~
1 =ja  для всякого j∈J, то можно считать, что для 

приводящей перестановки {i1,…, im} имеем  i1 = 1. Построим по матрице A′~  матрицу 
);,...,1( )( JjmkaA jki ∈=′=′ , элементы которой определяются следующим образом: 







=′−

=′
=′

.0 если  ,1

,1 если  ,

1

1

jjki

jjki
jki aa

aa
a ! 

Матрица A′ является, очевидно, почти правильной и приводимой к матрице A. 
Из доказанного следует, что  задача распознавания почти правильной матрицы 

сводится к задаче распознавания правильной матрицы. 
Пусть A=(aij) (i∈I, j∈J) — исходная (0,1)-матрица 
Алгоритм приведения матрицы A к почти правильной состоит из следующих эта-

пов. Первоначально по матрице A строится матрица A~ , из которой удаляется единичная 
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первая строка. Далее к полученной матрице )~(~
ijaA =  (i=2,…, m; j∈J) применяется рас-

смотренный выше алгоритм приведения к правильной матрице. Если приводящей пере-
становки не существует, то исходная матрица A не приводима к почти правильной матри-
це и алгоритм заканчивает работу с отрицательным исходом. Если {i2,…, im} — переста-

новка, приводящая матрицу A~  к правильной, то искомой перестановкой, приводящей ис-
ходную матрицу A к правильной будет перестановка {1, i2,…, im} и алгоритм заканчивает 
работу с положительным исходом. 

Оценка трудоемкости данного алгоритма совпадает с оценкой для алгоритма при-
ведения матрицы к правильной и равняется O(mn2). 

 

3      Вполне уравновешенные матрицы и полиномы 
Важным эффективно разрешимым подклассом задачи FL являются задачи с матри-

цами транспортных затрат, имеющие характеристические матрицы H = (hij) такие, что 
матрицы )1( ijhH −= — вполне уравновешенные. Матрицы, обладающие этим свойством, 

включают правильные матрицы и рассмотренные выше (0,1)-матрицы, порожденные се-
мействами цепей корневого дерева. 

Прогресс в решении задачи FL в случае, когда матрица H является вполне уравно-
вешенной, связан с наличием у таких матриц некоторого свойства, называемого гриди 
свойством. Ниже дается несколько эквивалентных определений этого свойства, каждое из 
которых оказывается полезным либо при выяснении строения вполне уравновешенных 
матриц, либо при построении алгоритмов решения задачи FL. 

Гриди свойство матрицы H  позволяет построить эффективные алгоритмы реше-
ния задачи FL. Наиболее известным таким алгоритмом является алгоритм из [116′], где 
задача FL представлена в виде задачи SC, у которой матрица ограничений обладает гриди 
свойством. В этом случае задача, двойственная к релаксированной задаче SC, известная 
как задача об упаковке, может быть решена нетрудоемким алгоритмом, названным гриди 
алгоритмом. Одновременно может быть построено целочисленное оптимальное решение 
релаксированной задачи SC, которое является оптимальным решением исходной задачи 
SC. Следует отметить, что данный алгоритм может быть обоснован, и не прибегая к пред-
ставлению задачи FL в виде задачи SC. Дело в том, что задача, двойственная к релаксиро-
ванной задаче FL с матрицей транспортных затрат, представленной в канонической фор-
ме, является все той же задачей об упаковке, для которой необходимо построить соответ-
ствующее тупиковое решение и подобрать блокирующее множество, порождающее опти-
мальное решение задачи FL. Именно такая идея, хотя и в несколько завуалированном ви-
де, была реализована в уже упоминавшейся работе [64], в которой фактически впервые 
был описан гриди алгоритм решения задачи FL. 

Гриди свойство матрицы H  позволяет также построить эффективный алгоритм 
для задачи FL, используя другую эквивалентную формулировку этой задачи — задачу 
минимизации полиномов от (0,1)-переменных. Строение характеристических матриц та-
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ких полиномов, названных вполне уравновешенными, таково, что позволяет перенести 
идею построения эффективного алгоритма псевдобулева программирования, реализован-
ную для правильных полиномов, на более общий случай вполне уравновешенных поли-
номов. Получаемый при этом алгоритм также можно отнести к разряду градиентных ал-
горитмов, поскольку, как известно из предыдущего, он представляет собой процедуру по-
следовательного вычисления значений переменных, которые в последующем уже не из-
меняются. Оценки трудоемкости вех указанных гриди алгоритмов решения задачи FL с 
матрицей транспортных затрат размера m×n — одинаковые и равняются величине O(m2n). 

3.1.   Вполне уравновешенные и гриди матрицы 

Квадратная (0,1)-матрица A размером k×k,  k ≥ 3, не имеющая одинаковых строк и 
столбцов, называется циклической, если в каждой строке и в каждом столбце содержится 
ровно две единицы. 

Отметим, что если циклическая матрица A размером k×k не имеет циклической 
подматрицы, то она есть матрица инциденций цикла из k вершин. 

Вполне уравновешенной матрицей называется (0,1)-матрица, не содержащая цикли-
ческой подматрицы. 

Полезность вполне уравновешенных матриц обуславливается наличием у них так 
называемого гриди свойства. Этому свойству будет дано несколько эквивалентных опре-
делений, первое из которых связано с понятием гриди матрицы. 

Гриди матрицей называется (0,1)-матрица, не содержащая подматриц вида 
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Понятно, что правильная матрица является гриди матрицей. Понятно также, что свойство 
матрицы быть гриди матрицей, как и в случае правильной матрицы, зависит от нумерации 
строк. При одной нумерации это свойство может не выполняться, а при другой иметь ме-
сто. Поэтому, как и ранее для правильных матриц, возникает вопрос о приведении произ-
вольной (0,1)-матрицы к гриди матрице и поиске приводящей перестановки строк. 

Подматрицу (0,1)-матрицы A = (aij) (i∈I, j∈J) назовем i-усеченной, 1 ≤ i ≤ m, и бу-
дем обозначать Ai, если эта подматрица получена из матрицы A удалением первых i – 1 
строк. Использование i-усеченных подматриц помогает прояснить строение гриди матриц. 
Несложно понять, что произвольная (0,1)-матрица A будет гриди матрицей тогда и только 
тогда, когда для любого i, 1 ≤ i ≤ m–1, столбцы подматрицы Ai, имеющие единицу в i-ой 
строке, будут сравнимы по включению индикаторных множеств единичных строк этих 
столбцов. 

Гриди матрицей в стандартной форме называется (0,1)-матрица, не содержащая 
подматрицы вида 
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Связь между гриди матрицами и гриди матрицами в стандартной форме устанавли-
вает следующая 

Лемма 3.3.1. Матрица A является гриди матрицей тогда и только тогда, когда пере-
становкой столбцов может быть приведена к гриди матрице в стандартной форме. 

Доказательство. Пусть матрица A перестановкой столбцов приведена к гриди мат-
рице в стандартной форме. Полученная матрица не содержит подматрицу G0, но тогда ис-
ходная матрица A не могла содержать подматриц G1 и G2 и, следовательно, A — гриди 
матрица. Обратно, пусть A — гриди матрица. Переставим столбцы этой матрицы в соот-
ветствии с лексикографическим порядком по последней несовпадающей компоненте век-
тора–столбца. Полученная в результате матрица  A′ будет гриди матрицей в стандартной 
форме. Действительно, если A′ содержит подматрицу G0, то A′ содержит и подматрицу G2. 
Но тогда исходная матрица A содержит либо подматрицу G1, либо подматрицу G2, что не-
возможно. Лемма доказана. 

Из доказанного следует, что гриди матрица в стандартной форме отличается от 
гриди матрицы тем, что у всякой i–усеченной подматрицы Ai матрицы A в стандартной 
гриди форме столбцы, содержащие единицу в i-м столбце, не просто сравнимы между со-
бой по включению индикаторных множеств единичных строк, но и упорядочены по воз-
растанию числа элементов в этих множествах.  

Таким образом, наличие у (0,1)-матрицы A гриди свойства будем связывать с воз-
можностью ее приведения перестановкой строк к гриди матрице или перестановкой строк 
и столбцов к гриди матрице в стандартной форме. 

Убедимся, что таким свойством обладают и вполне уравновешенные матрицы. Для 
этого используем понятие дважды лексически упорядоченной матрицы. 

Дважды лексически упорядоченной называется (0,1)-матрица A = (aij) (i∈I, j∈J), не 
имеющая одинаковых строк и столбцов, если 

1. при i <  k имеем aij = 0, akj = 1, где j — наибольший номер столбца, для которого  
aij ≠ akj. 

2. при j <  l  имеем aij = 0, ail = 1, где i — наибольший номер строки, для которой  
aij ≠ ail. 
Другими словами, дважды лексически упорядоченная матрица — это такая матри-

ца, в которой лексически упорядочены одновременно и строки и столбцы, и при этом упо-
рядочение производится не по первому, а по последнему несовпадающему элементу строк 
и столбцов. 

Из ниже приводимой леммы следует, что дважды лексически упорядочить можно 
любую (0,1)-матрицу. 

Лемма 3.3.2 ([116′]). Всякая (0,1)-матрица, размера m×n, не имеющая одинаковых 
строк и столбцов, приводима перестановкой строк и столбцов к дважды лексически упо-
рядоченной матрице. Соответствующий алгоритм приведения имеет оценку трудоемкости 
O(m2n). 

Следующая лемма показывает, какими свойствами обладает дважды лексически 
упорядоченная матрица, полученная из вполне уравновешенной. 
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Лемма 3.3.3 ([116′]). Дважды лексически упорядоченная матрица, полученная из 
вполне уравновешенной матрицы, является гриди матрицей в стандартной форме. 

Доказательство. Предположим противное и пусть дважды лексически упорядо-
ченная матрица A′ = )( ija′ (i∈I, j∈J), полученная из вполне уравновешенной матрицы A, 

содержит подматрицу 
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с номерами строк и столбцов соответственно i1, i2 и j1, j2.  Пусть строка с номером i3 — 
последняя строка, по которой различаются j1-й и j2-й столбцы, а столбец с номером j3 — 
последний столбец, по которому различаются i1-я и i2-я строки. Поскольку A′ — дважды 
лексически упорядоченная матрица, то 1 ,0

2313
=′=′ jiji aa  и 1 ,0

3231
=′=′ jiji aa . Таким обра-

зом, получаем матрицу 
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в которой ,033 =′ jia  поскольку в противном случае 3A′  была бы циклической матрицей. 

Пусть далее строка с номером i4 — последняя строка, по которой различаются j2-й 
и j3-й столбцы, а столбец с номером j4 — последний  столбец, по которому различаются  
i2-я и i3-я строки. Поскольку A′ — дважды лексически упорядоченная матрица, то 

1 ,0
3424
=′=′ jiji aa  и 1 ,0
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=′=′ jiji aa . В результате получаем матрицу 
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в которой ,0
14
=′ jia  так как по построению строка с номером i3 — последняя строка, раз-

личающая j1-й и j2-й столбцы,  0
41
=′ jia  по аналогичным причинам, а 0

44
=′ jia , поскольку 

в противном случае матрица 4A′  была бы циклической. 
Понятно, что рассмотренный процесс построения матриц kA′ , k = 1,2,3,4,… будет 

продолжаться до бесконечности, что противоречит конечности матрицы A′. Поэтому мат-
рица A′ не может содержать подматрицу G0. Лемма доказана. 

Таким образом, вполне уравновешенная матрица обладает гриди свойством и пере-
становкой строк и столбцов приводима к гриди матрице в стандартной форме и переста-



Глава 3       24
 
 
новкой строк — к гриди матрице. Однако наличие гриди свойства у вполне уравновешен-
ной матрицы — это не только необходимое свойство вполне уравновешенной матрицы, но 
и, как следует из приводимого ниже утверждения, также и достаточное.  

Лемма 3.3.4. Если (0,1)-матрица A приводима перестановкой строк к гриди матри-
це, то A есть вполне уравновешенная матрица. 

Доказательство. Пусть матрица A′, полученная из исходной матрицы A, является 
гриди матрицей. Тогда она будет вполне уравновешенной матрицей, поскольку в против-
ном случае матрица A′ содержала бы циклическую подматрицу и, следовательно, одну из 
подматриц G1 или G2.  

Установленная эквивалентность гриди свойства и свойства матрицы быть вполне 
уравновешенной не исчерпывает перечень полезных определений гриди свойства. Еще 
одно такое определение связано с понятием Q-матрицы. 

Q-матрицей называется (0,1)-матрица A, если для любой ее подматрицы A′ выпол-
няется одно из двух: 

1. A′ содержит строку с одной единицей; 
2. A′ содержит два сравнимых столбца. 

Лемма 3.3.5. Произвольная (0,1)-матрица A есть Q-матрица тогда и только тогда, 
когда она является вполне уравновешенной. 

Доказательство. Если A есть Q-матрица, то A не может содержать циклическую 
подматрицу, поскольку такая матрица не обладает ни одним из свойств, указанных в оп-
ределении Q-матрицы. 

Обратно. Пусть A есть вполне уравновешенная матрица и пусть A′ — произвольная 
ее подматрица, которая, очевидно, является вполне уравновешенной. Тогда с точностью 
до перестановки строк матрицу A′ можно считать гриди матрицей. Но тогда, если в первой 
строке матрицы A′ содержится более одной единицы, то два столбца с единицами в первой 
строке сравнимы между собой. Лемма доказана. 

Суммируя сказанное выше, получаем 
Теорема 3.3.1. Для (0,1)-матрицы A следующие условия эквивалентны: 

1. Матрица A является вполне уравновешенной; 
2. Матрица A приводима перестановкой строк к гриди матрице; 
3. Матрица A приводима перестановкой строк и столбцов к гриди матрице в 

стандартной форме; 
4. Матрица A является Q-матрицей. 

С учетом эквивалентности указанных свойств (0,1)-матрицы и, используя леммы 
3.3.2 и 3.3.3, можно построить следующий алгоритм распознавания наличия гриди свой-
ства у произвольной (0,1)-матрицы A. 

Алгоритм распознавания гриди свойства включает в себя два этапа. На первом ис-
следуемая матрица A приводится к дважды лексически упорядоченной матрице A′. На 
втором этапе матрица A′ проверяется на наличие подматрицы G0. Если такая подматрица 
обнаруживается, то алгоритм заканчивает работу и исходная матрица A не обладает гриди 
свойством. Если после проверки всех сочетаний пар столбцов и пар строк матрицы A′ 
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подматрицы G0 обнаружить не удается, то алгоритм заканчивает работу и исходная мат-
рица A обладает гриди свойством. 

Поскольку второй этап алгоритма имеет оценку трудоемкости O(m2n2), а трудоем-
кость первого этапа оценивается величиной O(m2n), то в целом трудоемкость алгоритма 
распознавания гриди свойства имеет оценку равную O(m2n2). 

3.2.   Строение вполне уравновешенных матриц 

Рассмотренные в теореме 3.3.1 эквивалентные определения вполне уравновешен-
ных матриц дают некоторое представление об их строении. В частности, вполне уравно-
вешенная матрица перестановкой строк приводима к гриди матрице, у которой любая i-
усеченная подматрица состоит из столбцов таких, что любые два столбца, имеющие еди-
ницу в первой строке, сравнимы по включению индикаторных множеств единичных строк 
этих столбцов. Укажем на некоторые следствия из этого свойства, дающие дополнитель-
ную информацию о строении вполне уравновешенных матриц. 

Лемма 3.3.6. Всякая вполне уравновешенная матрица с числом строк равным m не 
может иметь более m – l + 1 различных столбцов с числом единиц, равным l, 1 ≤ l ≤ m, и 
может быть дополнена до минимальной по числу столбцов вполне уравновешенной мат-
рицы, содержащей ровно m – l + 1 различных столбцов с числом единиц, равным l, 1 ≤ l ≤ 
m.  

Доказательство. Пусть исходная вполне уравновешенная матрица A=(aij) (i∈I, j∈J) 
является гриди матрицей. Заметим, что столбец с числом единиц, равным l, может иметь 
первую единицу только в строке с номером i ≤ m–l+1. Кроме того, никакие два таких 
столбца не могут иметь первую единицу в одной, например, i-й строке, поскольку в i–
усеченной подматрице соответствующие столбцы должны быть сравнимы. Отсюда следу-
ет первое утверждение леммы. 

Для доказательства второго утверждения рассмотрим следующую процедуру  по-
полнения исходной матрицы A до максимальной. 

Очевидно, что исходная гриди матрица A может быть пополнена до матрицы, со-
держащей все столбцы с одной единицей и столбец, состоящий из единиц, и при этом ос-
таться гриди матрицей. Предположим, что исходная матрица A содержит все столбцы с 
числом единиц равным l–1, l ≥ 2, и не содержит столбец с числом единиц, равным l, и с 
первой единицей в i-й строке. Построим такой столбец и покажем, что после его присое-
динения к матрице A полученная матрица A′ останется гриди матрицей. 

Для этого рассмотрим столбец матрицы A (пусть это будет s-й столбец), который 
имеет l–1 единиц и первую единицу в i-й строке. Такой столбец, очевидно, существует и 
содержит хотя бы один нулевой элемент. Пусть i0,  i0 ≥ i, — наибольший номер такой, что 

0  ,1 100
== + sisi aa . Рассмотрим i0–усеченную подматрицу 

0iA  и выберем  столбец этой 

матрицы (пусть это будет t-й столбец) с наименьшим индикаторным множеством 1
tX  та-

ким, 11
ts XX ⊂ . Отметим, что столбец с необходимым свойством существует, поскольку 
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исходная матрица содержит столбец, состоящий из единиц. Рассмотрим s-й и t-й столбцы 
матрицы 

0iA  и пусть k — наибольший номер строки, на которой различаются элементы s-

го и t-го столбцов, то есть такой наибольший номер k, что aks = 0 и akt = 1. Построим стол-
бец матрицы A, который отличается от s-го столбца тем, что в k-й строке имеет единицу. 
Припишем этому столбцу 0-й номер, присоединим его к матрице A и покажем, что полу-
ченная матрица A′ является гриди матрицей. 

Предположим противное и пусть матрица A′ содержит подматрицу G1 или G2. Воз-
можны следующие четыре вида таких подматриц: 
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имеющих k-ю строку и 0-й столбец. 
Покажем, что ни одна из указанных матриц не может быть подматрицей матрицы 

A.  Действительно,  поскольку k > i0, то существование первой подматрицы противоречит 
выбору номера i0, как наибольшего номера такого, что 1

0
=sia  и 0  10

=+ sia . Чтобы ис-

ключить возможность существования второй подматрицы, дополним ее t-м столбцом и 
рассмотрим следующую подматрицу: 
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В силу выбора номера k, как максимального элемента, для которого aks ≠ akt, в рассматри-
ваемой матрице имеем 1  ,0  ,1

21
=== titikt aaa . Но тогда исходная матрица A содержит 

подматрицу G2 и, следовательно, не является гриди матрицей. 
Для исследования вопроса существования подматриц двух последних видов до-

полним их i0-й строкой и t-м столбцом. При этом сразу отметим, что в силу выбора эле-
мента i0, как наибольшего, для которого 0  ,1 100

== + sisi aa , имеем i0 ≥ i1. Так что воз-

можны лишь следующие варианты расширенных подматриц: 
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где ∗ — произвольный элемент из множества {0, 1}.  
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Отметим сразу, что в приведенных матрицах 1
0
=tia , поскольку в противном слу-

чае матрица A содержит подматрицу G1 или G2 и не является гриди матрицей. Отметим 
также, что первая матрица может быть отброшена, поскольку содержит  подматрицу G2. 
Из вида двух других матриц вытекает, что если рассмотреть матрицу 

0iA , то получим 

11
js XX ⊂ . Отсюда, с учетом того, что akj = 0 и akt = 1 приходим к противоречию с выбором 

t-го столбца. 
Таким образом, ни одна из возможных подматриц вида G1 или G2 не может быть 

подматрицей матрицы A′ и, следовательно, эта матрица является гриди матрицей. Лемма 
доказана. 

Следующее утверждение указывает на тесную связь вполне уравновешенных мат-
риц и деревьев. Это не удивительно, поскольку, как было замечено ранее, характеристиче-
ская матрица H семейства ориентированных цепей корневого дерева обладает тем свойст-
вом, что матрица H является гриди матрицей. 

Пусть 2A′  — подматрица максимальной вполне уравновешенной матрицы, состоя-
щей из столбцов с числом единиц равным двум. 

Лемма 3.3.7. Подматрица 2A′  является матрицей инциденций некоторого дерева. 

Доказательство.  Если матрица 2A′  имеет m строк, то число ее столбцов равняется 
m – 1. Поэтому соответствующий граф имеет m вершин и m – 1 ребер. Кроме того, этот 
граф не имеет циклов, поскольку 2A′  не содержит циклическую подматрицу. Следова-
тельно, рассматриваемый граф является деревом. Лемма доказана. 

Лемма 3.3.8.  Если A — вполне уравновешенная матрица, то матрица A  есть ха-
рактеристическая матрица семейства поддеревьев некоторого дерева. 

Доказательство. Дополним матрицу A до максимальной вполне уравновешенной 
матрицы A′ и рассмотрим дерево, порождаемое, согласно предыдущей лемме, матрицей 

2A′ . Отметим, что каждый столбец матрицы 2A′  соответствует некоторому ребру дерева и 
указывает на две вершины, которым это ребро инцидентно. Возьмем  j-й столбец матрицы 

A, не принадлежащий подматрице 2A′ . Покажем, что индикаторное множество 1
jX  есть 

множество вершин некоторого поддерева рассматриваемого дерева. Предположим, что 

это не так и пусть существуют вершины 1, jXki ∈  такие, что единственная цепь, соеди-

няющая вершины i и k, содержит вершины, не принадлежащие множеству 1
jX . Но тогда 

существуют вершины 1, jXki ∈′′  такие, что единственный путь, соединяющий вершины i′ 

и k′, проходит через вершины, ни одна из которых не принадлежит множеству 1
jX .  Пусть 

I′ — множество строк, соответствующих этим вершинам, а J′ — множество столбцов мат-
рицы 2A′ , соответствующих ребрам пути, соединяющего вершины i′ и k′. Рассмотрим 

подматрицу матрицы A′, включающую строки из множества I′ и столбцы из множества  
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J′ ∪{j}. Эта подматрица, как легко видеть, есть циклическая матрица, что противоречит 
тому, что A′ является вполне уравновешенной матрицей. 

Таким образом, получаем, что у произвольного j-го столбца матрицы A множество 
1
jX  соответствует множеству вершин некоторого поддерева. Это означает, что матрица 

A  есть характеристическая матрица семейства поддеревьев некоторого дерева. Лемма до-
казана. 

Из доказанного получаем, что всякая вполне уравновешенная матрица реализуется 
как семейство поддеревьев некоторого дерева. Напомним, что правильные матрицы и поч-
ти правильные реализуются как семейства подцепей соответственно некоторой цепи и 
некоторого цикла. При этом характеристическая матрица любого семейства подцепей не-
которой цепи или цикла является соответственно правильной или почти правильной 
матрицей. К сожалению, для вполне уравновешенных матриц, в отличие от правильных и 
почти правильных, обратное утверждение не верно и не для всякого семейства поддеревь-
ев характеристическая матрица превращается во вполне уравновешенную. Чтобы полу-
чить вполне уравновешенную матрицу H , семейство поддеревьев должно обладать до-
полнительным свойством. Это свойство легче всего сформулировать, опираясь на опреде-
ление Q–матрицы. Для всякого подсемейства рассматриваемого семейства поддеревьев 
должна либо найтись вершина, принадлежащая только одному поддереву, либо должны 
найтись два поддерева, одно из которых является поддеревом другого. 

В качестве примера семейства поддеревьев, порождающего вполне уравновешен-
ную матрицу, рассмотрим семейство так называемых деревьев соседства. 

Пусть T = (I, E) — взвешенное дерево с множеством вершин I = {1,…, m} и с неот-
рицательными весами ребер de, e∈E. Расстояние d(i,j) между вершинами i, j∈I определим 
как сумму весов ребер, составляющих единственный путь из вершины i в вершину j. 
Пусть  
r0 — некоторая неотрицательная величина. Поддеревом соседства  с вершиной – центром 
j∈I и радиусом r0 назовем поддерево ),(),( 0 EIrjT ′′=  с множеством вершин 

}),(|{ 0rjidIiI ≤∈=′ и соответствующим множеством ребер. Таким образом, каждой 

вершине j∈I ставится в соответствие не более m различных поддеревьев, каждое из кото-
рых включает в себя некоторое количество вершин, расстояние от которых до вершины j 
не превосходит величины радиуса. Поддерево с вершиной – центром j может состоять, в 
частности, из одной вершины j. 

Справедливо следующее утверждение, из которого вытекает, что семейство де-
ревьев соседства порождает вполне уравновешенную матрицу. 

Лемма 3.3.9 [162]. Всякое семейство T1,…, Tk поддеревьев соседства дерева T об-
ладает тем свойством, что либо найдется вершина дерева T, принадлежащая только одно-
му из поддеревьев семейства, либо в рассматриваемом  семействе найдется два дерева, 
одно из которых является поддеревом другого. 

Доказательство. Обозначим через I1,…, Ik  множества вершин деревьев T1,…, Tk и 
рассмотрим подграф T′ дерева T с множеством вершин I′ = I1 ∪…∪ Ik . Можно считать, 
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что подграф T′  является деревом, поскольку в противном случае рассмотрим любую связ-
ную компоненту подграфа T′, которая будет деревом. Предположим, что для дерева T′  
первое свойство, указанное в формулировке леммы, не выполняется и, следовательно, ка-
ждая вершина дерева T′  принадлежит, по крайней мере, двум множествам из семейства 
I1,…, Ik. Рассмотрим в дереве T′  цепь наибольшей длины и пусть i и i′ — соответственно 
начальная и конечная вершина этой цепи. Вершина i является концевой вершиной дерева 
T ′ и принадлежит не менее двум подмножествам из семейства I1,…, Ik .  Пусть для опре-

деленности i∈I1 и i∈I2 и пусть j1 — центр де-
рева T1, а j2 — центр дерева T2. Предположим, 
что для деревьев T1, T2 не выполняется второй 
вариант альтернативы и найдутся вершины 
i1∈I1 и i2∈I2 такие, что i1∉I2 и i2∉I1. Из вер-
шины i1  и вершины i2  существуют единствен-
ные цепи в  вершину  i.                        

Пусть 1i′  — вершина, принадлежащая 

одновременно цепи из i1 в i  и цепи из i′ в i, и 
при этом максимально удаленная от вершины 
i. Аналогично, пусть 2i′  — вершина, принад-

лежащая цепи из i2 в i и цепи из i′ в i и макси-
мально удаленная от вершины i. Будем счи-
тать для определенности, что ),(),( 21 iidiid ′≥′  и 

обозначим вершину 2i′  через i0 (рис. 3.3.1). Рассмотрим цепь из j1 в i и пусть 1j′  — верши-

на этой цепи, принадлежащая также цепи из i′ в i и максимально удаленная от вершины i. 
Поскольку цепь из i′ в i — цепь максимальной длины, то ).,(),( 200 iidiid ≥  Отсюда, с уче-

том того, что i2∉I1, получаем ),(),( 10 ijdiid ′≥  и, следовательно ).,(),( 1020 iidiid ≥  Отсюда, 

с учетом неравенства  ),(),( 200 iidiid ≥ , получаем ).,(),( 100 iidiid >  Рассмотрим цепь из j2 

в i и пусть  2j′ — вершина этой цепи, принадлежащая цепи из i′ в i и максимально удален-

ная от вершины i. Возможны два случая: ),(),( 20 ijdiid ′≥  и ),(),( 20 ijdiid ′< . В первом 

случае, поскольку ),(),( 1020 iidiid > , получаем i1∈I2. Во втором случае, в силу того, что 

),(),( 010 iidiid < , так же получаем i1∈I2. Значит, для деревьев T1 и T2 выполняется второй 

вариант альтернативы. Лемма доказана. 
Из доказанного следует, что если H характеристическая матрица семейства подде-

ревьев соседства T1,…, Tk , то матрица H является Q–матрицей. 
Поскольку вполне уравновешенные матрицы реализуются как характеристические 

матрицы семейства поддеревьев, а поддеревья соседства порождают вполне уравнове-
шенные матрицы, то может возникнуть вопрос о покрытии поддеревьями соседства все-
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i0

j2 

i2 

j′1 

j2 

j′2

i1 
i′ 

Рис. 3.3.1
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возможных порождений вполне уравновешенных матриц. В [82′] приведена вполне урав-
новешенная матрица A6 
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такая, что матрица 6A  не может быть характеристической матрицей никакого семейства 

поддеревьев соседства. Легко видеть, что матрица 6A   есть характеристическая матрица 

семейства поддеревьев следующего дерева (рис. 3.3.2). Соответствую-
щие 6 поддеревьев имеют следующие множества вершин: I1 = {1,5},  
I2 = {3,5}, I3 = {2,6}, I4 = {4,6}, I5 = {1,2,5,6}, I6 = {3,4,5,6}. При этом ни-
какие веса, приписываемые  дугам рассматриваемого дерева, не смогут 
превратить поддеревья с множествами вершин I5 и I6 в поддеревья со-
седства. 

3.3.   Гриди алгоритм 

Приводимый ниже алгоритм применяется к задаче FL, представленной в виде зада-
чи SC. Заменив условие целочисленности  переменных задачи SC, соответствующей ис-
ходной задачи FL, на условие их неотрицательности, превратим задачу SC в следующую 
задачу линейного программирования: 
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Рассмотрим задачу, двойственную к данной, называемую задачей об упаковке и 
имеющую следующий вид: 
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Считая матрицу A = (ais) (i∈I, s=1,…, S) гриди матрицей в стандартной форме, при-
ведем алгоритм решения рассмотренной пары двойственных задач, называемый гриди ал-
горитмом. 
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Рис. 3.3.2. 
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Гриди алгоритм состоит из двух этапов. На первом этапе последовательно вычис-
ляются значения переменных us, s = 1,…, S, двойственной задачи и одновременно строятся 
множества I0 ⊂ I и S0 ⊂ {1,…, S}. По этим множествам на втором этапе определяется мно-

жество ∗I , с использованием которого  строится решение (xi), (ws) прямой задачи. 
Первый этап включает S однотипных шагов. Пусть к очередному s-му, s = 1,…, S, 

шагу вычислены значения переменных u1…, us–1 и определены множества I0 и S0. На пер-
вом шаге I0 = ∅  и S0 = ∅. Шаг начинается с вычисления величины us по формуле 
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Если us > 0 и 
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то выбирается наибольший элемент i0, для которого выполняется последнее равенство, и 
полагается I0 ← I0 ∪ {i0}, S0 ← S0 ∪ {s}. При этом будем говорить, что переменная us на-
сыщает i0-е ограничение, а индекс переменной us обозначать через s(i). После этого, если 
s < S, начинается следующий шаг, а если s = S, то осуществляется переход ко второму эта-
пу. 

Второй этап включает в себя конечное число однотипных шагов, на каждом из ко-

торых изменяется множество I0, полученное на первом этапе, и строится множество ∗I . 

Пусть к очередному шагу имеются множества I0 ≠ ∅ и ∗I . На первом шаге I0 — множест-

во, полученное на первом этапе, а ∗I = ∅. Шаг начинается с выбора наибольшего элемента 

i0 множества I0. Если 0)( 0
=∑

∗∈Ii
iisa , то полагается }.{ 0iII ∪← ∗∗  В любом случае полага-

ется }{\00 iII ←  и, если I0 ≠ ∅, начинается следующий шаг. Если же I0 = ∅, то полагается 
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и после этого второй этап и в целом алгоритм считаются законченными. 
Построенные решения (us) и (xi), (ws) рассматриваемой пары двойственных задач, 

очевидно, будут допустимыми решениями этих задач. Для доказательства их оптимально-
сти убедимся предварительно в справедливости следующего вспомогательного утвержде-
ния. 

Пусть 
},0|{ 01 =∉= suSsS  
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}.0|{ 02 >∉= suSsS  

Лемма 3.3.10. Для построенного гриди алгоритмом множества ∗I  справедливы со-
отношения 
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Доказательство. Пусть s∈S1. Поскольку us=0, то существует i0∈I0 такой, что 

1
0
=sia  и Sis <)( 0 . Если ∗∈ Ii0 , то требуемое показано. Если ∗∉ Ii0 , то найдется элемент 

, , 0ikIk >∈ ∗  такой, что .1)( 0
=iksa  Но тогда имеем aks = 1, поскольку в противном случае 

матрица A содержит подматрицу G0. Следовательно, 1≥∑
∗∈Ii

isa , если s∈S1. 

Пусть теперь s∈S2. Предположим, что найдутся , ,, kiIki <∈ ∗ такие, что ais = 1 и  

aik = 1. Поскольку i∈I0, то s(i) > s и, следовательно, ais(i) = 1. Если предположить, что aks(i) 

= 1, то придем к противоречию с тем, что ∗∈ Ii . Если же aks(i) = 0, то матрица A содержит 
подматрицу G0, что также невозможно. Таким образом 1≤∑

∗∈Ii
isa , когда s∈S2. 

Пусть, наконец, s∈S0 и пусть переменная us насыщает i0-е ограничение. Заметим, 

прежде всего, что 1
0 ,
≤∑

>∈ ∗ iiIi
isa . Действительно, если найдутся ,  ,, 0 kiiIki <<∈ ∗  такие, что 

ais = 1 и aik = 1, то придем к противоречию точно также, как и при рассмотрении случая 
s∈S2. Отсюда с учетом правила построения множества I* получаем, что 1

0 ,

=∑
≥∗∈ iiIi

isa . Заме-

тим далее, что .0
0 ,

=∑
<∗∈ iiIi

isa  Действительно, пусть i ∈ I*, i < i0 и пусть  ais = 1. Поскольку  

i∈I0, то s(i) > s и ais(i) = 1. Если предположить, что 1)(0
=isia , то придем к противоречию с 

тем, что s(i)∈S0. Если же 0)(0
=isia , то матрица A содержит подматрицу G0, что также не-

возможно. Таким образом, 1=∑
∗∈Ii

isa , если s∈S0. Лемма доказана. 

Теорема 3.3.2. Построенные гриди алгоритмом решения (us) и (xi), (ws) рассматри-
ваемой пары двойственных задач являются оптимальными решениями этих задач. 

Доказательство. Покажем, что для рассматриваемых решений выполняются соот-
ношения дополняющей нежесткости, имеющие вид: 
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ws(bs – us)=0,  s = 1,…, S. 

Первое равенство, очевидно, выполняется, поскольку, если ∗∉ Ii , то xi = 0, а если i ∈ I*, то 

0
1

=−∑
=

S

s
isis fua . Второе равенство, очевидно верно, для s∈S1 и выполняется для s∉S1 в 

силу предыдущей леммы и определения значений переменных ws, s = 1,…, S. Наконец, 
третье равенство выполняется для s ∈ S0 ∪ S1, поскольку в силу предыдущей леммы ws = 
0, и справедливо для s∈S2, поскольку us = bs. Теорема доказана. 

Таким образом, в результате работы гриди алгоритма получается оптимальное ре-
шение (xi), (ws) релаксированной задачи SC. Это решение — целочисленное и, следова-
тельно, является оптимальным решением исходной задачи SC, а значит и задачи FL. 

Нетрудно оценить трудоемкость представленного алгоритма решения задачи FL. 
Поскольку трудоемкость первого этапа оценивается  величиной O(mS), а второго — вели-
чиной O(m), то алгоритм в целом имеет оценку трудоемкости O(mS). Если переписать эту 
оценку с использованием параметров размерности задачи FL, то получаем, что рассмот-
ренный гриди алгоритм решения задачи FL имеет оценку трудоемкости O(m2n). 

В заключение отметим, что описанный выше гриди алгоритм решения задачи FL 
может быть построен без привлечения вспомогательной задачи SC, а в результате рас-
смотрения непосредственно задачи FL. Только при этом матрица транспортных затрат C 
должна быть представлена в канонической форме и рассматриваться должна не задача FL 
с матрицей C, а эквивалентная ей задача FL с матрицей ),...,1 ,( )(~ SsIihbC iss =∈⋅= . 

Для задачи FL с матрицей транспортных затрат C~  рассмотрим задачу, эквивалент-
ную задаче DFL и отличающуюся от нее тем, что в ней фигурируют только тупиковые 
решения задачи DFL. Такая задача, как известно, имеет следующий вид: 
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0 ≤ us ≤ bs,  Ss ,...,1= , 
то есть является задачей об упаковке. 

Представленный выше алгоритм решения этой задачи можно теперь рассматривать 
как алгоритм построения тупикового решения задачи DFL и определения блокирующего 
множества I*. То, что множество I*, построенное в результате работы гриди алгоритма, 
является блокирующим, то есть таким, что I*∩ IS ≠ ∅  для всякого s = 1,…, S, вытекает из 
построения тупикового решения задачи DFL и построения самого множества I*. Заметим, 
кроме того, что дефект множества I* равен нулю, поскольку, как следует из доказанной 

выше леммы 3.3.10, неравенство 1 || ≤∩ +∗
sII выполняется для всякого s = 1,…, S. Тогда из 
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леммы 2.2.1 вытекает, что множество I* является оптимальным решением задачи MINF0 с 

матрицей C~ .  
Таким образом, в случае, когда у матрицы транспортных затрат C характеристиче-

ская матрица H такова, что матрица H является вполне уравновешенной, рассмотренный 
выше гриди алгоритм дает тупиковое решение (us) задачи DFL и блокирующее множество 
I*, которое порождает оптимальное решение задачи FL. 

3.4.   Алгоритм минимизации вполне уравновешенного полинома 
с неотрицательными коэффициентами 

Полином P0(y1,…, ym) с неотрицательными коэффициентами и характеристической 
матрицей H такой, что матрица H является вполне уравновешенной, назовем вполне урав-
новешенным. 

Для задачи минимизации вполне уравновешенного полинома, так же как для зада-
чи минимизации правильного полинома, удается построить эффективный алгоритм на ба-
зе псевдобулева программирования. Это оказывается возможным поскольку, по аналогии 
со случаем правильных полиномов, удается в явном виде построить функцию, осуществ-
ляющую редукцию исходного вполне уравновешенного полинома к аналогичному поли-
ному с числом переменных на единицу меньше и таким, что оптимальные значения пере-
менных задачи минимизации построенного полинома являются оптимальными значения-
ми тех же переменных задачи минимизации исходного полинома. 

Указанное свойство вполне уравновешенного полинома устанавливается следую-
щей теоремой, обобщающей теорему 3.1.2. 

Теорема 3.3.3.  Задача минимизации вполне уравновешенного полинома с неотри-
цательными коэффициентами сводится к задаче минимизации аналогичного полинома, но 
с числом переменных на единицу меньше. 

Доказательство. Рассмотрим полином P0(y1,…, ym) с неотрицательными коэффи-
циентами, имеющий характеристическую матрицу H=(his), (i∈I, s=1,…,S), и запишем его 
следующим образом: 
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Если матрица H  является гриди матрицей, то все столбцы этой матрицы, имеющие еди-
ницу в первой строке, сравнимы по включению множеств единичных строк данных 
столбцов. Поэтому рассмотрим перестановку (i1,…, im), i1=1, строк матрицы H  по невоз-
растанию  числа единиц в строках указанных столбцов и представим полином P0(y1,…, ym) 
в следующем виде: 
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где каждый коэффициент ak, 1 ≤ k ≤ m, равняется либо соответствующему коэффициенту 
bs, 1 ≤ s ≤ S, либо равен нулю, а полином r1(y2,…, ym) включает в себя все члены полинома 
P0(y1,…, ym), не содержащие переменной y1. 

В соответствии с основной идеей метода псевдобулева программирования постро-
им функцию y1(y2,…, ym) от (0,1)-переменных y2,…, ym  такую, что 
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Для этого рассмотрим функцию 

ρ (l) ,1  , 
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и определим такой наименьший номер l1, 1 ≤ l1 ≤ m, что ρ (l1) > 0. Если ρ (m) ≤ 0, то счита-
ем, что l1 = m+1. 

Положим 
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и покажем, что эта функция обладает требуемым свойством. 
Рассмотрим произвольный неединичный (0,1)-вектор (y2,…, ym) и пусть q, 

2 ≤ q ≤ m, — наименьший номер такой, что .0=
qiy  Поскольку 
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ρ (q–1), 

то исследуем зависимость между знаком величины ρ (q–1) и значением функции y1(y2,…, 
ym).  

Если ρ (q–1) > 0, то l1 ≤ q–1. Когда l1 = 1, имеем по определению y1(y2,…, ym) = 0, а 
когда l1 > 1, получаем .0...1),...,(

1221 =⋅⋅−=
liim yyyyy  Пусть ρ (q–1) < 0. Тогда l1 ≥ q  и 

y1(y2,…, ym) = 1. Таким образом, в случае неединичного вектора (y2,…, ym) функция 
y1(y2,…, ym) обладает нужным свойством. 

Рассмотрим единичный вектор (y2,…, ym). В этом случае исследуем зависимость 
между знаком величины ρ (m) и значением  функции y1(y2,…, ym). Если ρ (m) > 0, то l1 ≤ m 
и y1(y2,…, ym) = 0.  Если же ρ (m) < 0, то l1 = m+1 и, следовательно, y1(y2,…, ym) = 1. 

Таким образом, получаем полином 
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который по построению обладает тем свойством, что если ),...,( 2
∗∗
myy — оптимальное ре-

шение задачи минимизации этого полинома, то (0,1)-вектор ),...,),,...,(( 221
∗∗∗∗
mm yyyyy  яв-

ляется оптимальным решением задачи минимизации исходного полинома P0(y1,…, ym).  
Покажем, что ),...,( 20 myyP′ есть вполне уравновешенный полином с неотрицатель-

ными коэффициентами. Для этого рассмотрим полином 

)....(),...,(
1

121 2∑
=

⋅⋅+−=
m

k
iikm k

yyafyyy  

Если 
1121 ...1),...,( liim yyyyy ⋅⋅−= , то можно написать 

=⋅⋅+−=⋅⋅− ∑
=

)...()...1(
1

2111

m

k
kiiklii yyafyy  

=⋅⋅−⋅⋅













−+⋅⋅+− ∑∑∑

+=

−

==
kkk ii

m

lk
kii

l

k
k

m

k
iik yyayyafyyaf .........

2
1

2

1

2
1

1

1
1

1
1  

.......
12

1 1

2

1

1

1

1
11 lk ii

l

k

l

k
kiik yyafyyaf ⋅⋅













−+⋅⋅+− ∑ ∑

−

=

−

=
 

Отсюда следует, что характеристическая матрица H′ полинома ),...,( 20 myyP′  получается 

из матрицы H вычеркиванием первой строки и некоторых столбцов, имеющих ноль в пер-
вой строке. Таким образом H ′  — подматрица матрицы H  и, следовательно, является 
вполне уравновешенной. Кроме того, так как ρ (l1 –1) ≤ 0, то коэффициенты полинома 

),...,( 20 myyP′  неотрицательны. К такому же результату приходим, когда y1(y2,…, ym) = 0 

или y1(y2,…, ym) = 1. Теорема доказана.  
Из приведенного доказательства ясно, как устроен предлагаемый алгоритм мини-

мизации вполне уравновешенного полинома или решения задачи FL с матрицей транс-
портных затрат C,  имеющей характеристическую матрицу H такую, что матрица H  явля-
ется вполне уравновешенной. Приводимое ниже более подробное описание алгоритма 
предполагает, что по исходной паре матриц (F0,C), где C — матрица размера m×n по-
строена характеристическая матрица H = (his) (i∈I, s = 1,…, S) такая, что матрица H  есть 
гриди матрица в стандартной форме, и вычислены веса bs, s = 1,…, S, столбцов характери-
стической матрицы. В ходе работы алгоритма по исходному полиному P0(y1,…, ym) по-
следовательно строятся полиномы Pk(yk,…, ym), k = 2,…, m, с характеристическими матри-
цами Hk = (his) (i = k,…, m, s = 1,…, S) и коэффициентами bs, s = 1,…, S, которые изменя-
ются при переходе от одного полинома к другому и отличаются от исходных, в частности 
тем, что среди них могут быть нулевые элементы. 

Алгоритм минимизации вполне уравновешенного полинома состоит из двух этапов. 
В результате первого этапа для каждой переменной yi, i∈I, строятся формулы для вычис-
ления оптимального значения этой переменной по оптимальным значениям переменных с 
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бóльшими номерами. На втором этапе с использованием указанных формул последова-
тельно восстанавливаются оптимальные значения переменных yi, i = m, m–1,…, 1. 

Первый этап состоит из m однотипных шагов. 
На первом шаге рассматриваются исходные коэффициенты bs, s = 1,…, S. Шаг на-

чинается с поиска наименьшего номера s(1), 1 ≤ s(1) ≤ S, такого, что 
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bs = 0 для s > s(1) таких, что h1s = 0. После этого начинается второй шаг. На очередном k-
м, k = 2,…, m–1, шаге рассматриваются коэффициенты bs, s = 1,…, S, частично изменен-
ные на предыдущих шагах. Шаг начинается с процедуры «приведения подобных членов» 
полинома Pk(yk,.., ym).  Для этого для всякого  s, s = 1,…, S–1, такого, что hks = 0, в случае, 

когда hks+1 = 0 и ,1∑∑
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+
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=
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is hh полагается bs+1 ← bs + bs+1, bs= 0.  Далее отыскивается 

наименьший номер s(k), 1 ≤ s(k) ≤ S, такой, что 
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Если такого номера нет, то полагается s(k) = S+1. Далее полагается ∑
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bs = 0 для s > s(k) таких, что hks = 0. После этого начинается следующий шаг. 
На m-м заключительном шаге рассматриваются коэффициенты bs, s = 1,…, S, вы-

численные на предыдущих шагах. Если ∑
=

>−+−
S

s
mssm hbf

1
0)1( , то полагается s(m) = S, в 

противном случае считается, что s(m) = S+1. После этого первый этап завершается и начи-
нается второй. 

Второй этап алгоритма также состоит из m шагов. На первом шаге определяется 

оптимальное значение ∗
my  переменной ym следующим образом: 
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После этого начинается второй шаг. 
На очередном (m–k+1)-м, k = m, m–1,…, 1, шаге имеются оптимальные значения 

∗∗
+ mk yy ,...,1  соответствующих переменных, вычисленных на предыдущих шагах, и опреде-

ляется оптимальное значение ∗
ky  переменной yk. Полагается ,1=∗

ky  если s(k) = S+1, и 
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в противном случае. После этого, если k < m, начинается следующий шаг и, если k = m, 
работа алгоритма заканчивается. 

Трудоемкость каждого шага первого этапа алгоритма, как несложно увидеть, оце-
нивается величиной O(S), поэтому оценкой трудоемкости этапа служит величина O(m⋅S). 
Трудоемкость каждого шага второго этапа можно оценить величиной O(m), и, следова-
тельно, трудоемкость второго этапа оценивается величиной O(m2), а трудоемкость алго-
ритма в целом — величиной O(mS+m2). Отсюда, с учетом того, что S ≤ m⋅n,  где m×n — 
размер матрицы транспортных затрат C задачи FL, получаем, что алгоритм решения зада-
чи FL с матрицей C такой, что H — вполне уравновешенная матрица, имеет оценку тру-
доемкости O(m2n). 

3.5.   Алгоритм минимизации вполне уравновешенного полинома 
с коэффициентами  произвольного знака 

Полином P(y1,…, ym), полученный из вполне уравновешенного полинома P0(y1,…, 
ym) с неотрицательными коэффициентами в результате замены данных коэффициентов на 
производные коэффициенты разных знаков, будем называть вполне уравновешенным по-
линомом с коэффициентами произвольного знака или просто вполне уравновешенным по-
линомом. 

Доказанная выше теорема 3.3.3 остается справедливой и в случае вполне уравно-
вешенного полинома P(y1,…, ym). Тем самым и для более общего случая полиномов от-
крываются возможности для построения эффективного алгоритма минимизации. 

Теорема 3.4.4. Задача минимизации вполне уравновешенного полинома сводится к 
задаче минимизации аналогичного полинома, но с числом переменных на единицу мень-
ше. 

Доказательство отличается от доказательства теоремы 3.3.3 только в части, свя-
занной с более сложным видом функции  y1(y2,…, ym). Для ее построения, как и ранее 
представим исходный полином P(y1,…, ym) в виде 
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где каждый коэффициент ak, 1 ≤ k ≤ m, равняется либо соответствующему коэффициенту 
bs, 1 ≤ s ≤ S, либо равен нулю, а полином r1(y2,…, ym) включает в себя все члены полинома 
P(y1,…, ym), не содержащие переменной y1. Далее рассмотрим вспомогательную функцию 

ρ (l) ∑
=

≤≤+−=
l

k
k mlaf

1
1 ,1   ,  

которая в отличие от предыдущей функции не является неубывающей, а может несколько 
раз менять знак. Обозначим через  l1, l2,…, lT , (0 = l0 < l1 < … < lT < lT+1 = m+1), T ≥ 0, точ-
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ки перемены знака функции ρ (l), то есть такие точки, что при каждом t = 1,…, T имеет 
место одна из следующих возможностей: 

ρ (l) ≤ 0, если  lt–1 < l < lt ; ρ (lt) > 0;  ρ (l) ≥ 0,  если  lt < l < lt+1 ; 
ρ (l) ≥ 0, если  lt–1 < l < lt ; ρ (lt) < 0;  ρ (l) ≤ 0,  если  lt < l < lt+1 . 

В случае, когда T = 0, то есть функция ρ (l) принимает значения только одного знака, бу-
дем считать, что ρ (l1) > 0, когда ρ (l) ≤ 0, l = 1,…, m, и ρ (l1) < 0, когда ρ (l) ≥ 0, l = 1,…, m. 

Положим 
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 и покажем, что эта функция обладает необходимыми свойствами. 
Рассмотрим произвольный неединичный вектор (0,1)-вектор (y2,…, ym), и пусть q, 2 

≤ q ≤ m, — наименьший номер такой, что .0=
qiy  Пусть, кроме того, t0, 1 ≤ t0 ≤ T+1, — 

такой номер, что .
00 1 tt lql ≤<−  Поскольку для рассматриваемого вектора (y2,…, ym) имеем  
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то исследуем зависимость между знаком величины ρ (q–1) и значением функции y1(y2,…, 
ym). 

Если ρ (q–1) > 0, то 0)(
0
<tlρ . Рассмотрим два случая ρ (l1) > 0 и ρ (l1) < 0. В пер-

вом случае t0 — четно и, следовательно, .0)1(1),...,(
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myyy  Таким образом, если ρ (q–1) > 0, то y1(y2,…, 

ym) = 0. 
Пусть ρ (q–1) < 0. Тогда с учетом того, что ,0)(

0
>tlρ  имеем t0 — нечетно при  

ρ (l1) > 0 и t0 — четно при ρ (l1) < 0. В любом из этих случаев получаем y1(y2,…, ym) = 1. 
К таким же результатам приходим, когда (y2,…, ym) — единичный вектор. В этом 

случае значение функции y2(y1,…, ym) необходимо сравнить с величиной ρ (m). 
Если ρ (m) > 0, то ρ (lT) > 0. Тогда если ρ (l1) > 0, то T — нечетно и, следовательно, 
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t  Если ρ (m) < 0, то независимо от знака ρ (l1) получаем y1(y2,…, ym) = 1. 
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Покажем, что в случае рассматриваемой функции y1(y2,…, ym) полином  

),...,()...)(,...,(),...,( 21
2

1212 2 m
m

k
iikmm yyryyafyyyyyP
k
+⋅⋅+−=′ ∑

=
 

является вполне уравновешенным. Для этого достаточно показать, что таковым будет по-
лином 
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при любом из двух возможных выражений для функции y1(y2,…, ym). 
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Ясно, что рассматриваемый полином преобразуется в полином ∑
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, 

коэффициенты которого выражаются через коэффициенты ak, k =1,…, m, следующим об-
разом: 
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k = 2,…, m.  
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со следующими коэффициентами 



Полиномиально разрешимые случаи задачи размещения  41
 
 

















<<

<<

=+−

=−

=′

+

+

=

−

=

∑

∑

нечетное,-   и    если                  ,

четное;-   и    если                    ,0

нечетное;-   и    если   ,

четное;-   и    если      ,

1

1

1
1

1

1
1

tlkla

tlkl

tlkaf

tlkaf

a

ttk

tt

t

tl

k
k

t

tl

k
k

k  

k =2,…, m. 
Из приведенных формул для вычисления коэффициентов ka′ , k =1,…, m, ясно, что 

если для некоторого k, 1 ≤ k ≤ m, имеем ak = 0, то ak′ = 0. Поэтому характеристическая мат-
рица H′, связанная с полиномом P′ (y2,…, ym), так же как и в случае полинома с неотрица-
тельными коэффициентами, получается из исходной характеристической матрицы H уда-
лением первой строки и некоторых столбцов, имеющих ноль в первой строке. Теорема 
доказана. 

Из доказательства ясно, что незначительная модификация предложенного вышн 
алгоритма минимизации вполне уравновешенного полинома с неотрицательными коэф-
фициентами позволяет расширить область его применения до минимизации вполне урав-
новешенного полинома с коэффициентами произвольного знака. 

Модифицированный алгоритм состоит из двух этапов, первый из которых включа-
ет m однотипных шагов. На k-м, k =1,…, m–1, шаге рассматриваются коэффициенты bs, s = 
1,…, S, вычисленные по исходным коэффициентам на предыдущих шагах. Шаг начинает-
ся с процедуры «приведения подобных членов». Для этого для всякого s, s = 1,…, S, тако-

го, что hks = 0, если hks+1 = 0 и ∑∑
=

+
=

=
m

ki
is

m

ki
is hh 1 , то полагается bs+1← bs+ bs+1, bs = 0. Далее 

определяются номера s1(k),…, sT(k)(k), T(k) ≥ 0, задающие точки перемены знака функции 

∑
=

−+−=
t

s
ksskk hbftρ

1
).1()(  

При этом считается, что s0(k) = 1, если ρk(s1(k)) > 0 и s0(k) = –1, если ρk(s1(k)) < 0. После 
этого начинается процедура пересчета коэффициентов bs ≠ 0, s = 1,…, S, для которых  
hks = 0. Для этого используются приведенные выше формулы для расчета коэффициентов 

ia′ , i = k+1,…, m. Затем начинается следующий шаг. 

На m-ом заключительном шаге первого этапа рассматриваются коэффициенты bs ,  
s = 1,…, S, вычисленные на предыдущих шагах, и полагается s0(m) = 1, если ρm(s) ≤ 0, и 
s0(m) = –1 иначе. После этого начинается второй этап. 

Второй этап алгоритма также состоит из m шагов. На первом шаге определяется 

оптимальное значение ∗
my  переменной ym следующим образом: 
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На очередном (m–k+1)-м, k=m, m–1,…, 1, шаге имеются оптимальные значения 
∗
+1ky ,…, ∗

my , соответствующих переменных, вычисленные на предыдущих шагах, и опре-

деляется оптимальное значение ∗
ky  переменной yk следующим образом: 
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После этого, если k ≤ m–1, начинается следующий шаг, в противном случае второй этап и 
в целом алгоритм заканчивают работу. 

Указанные выше изменения, внесенные в первоначальный вариант алгоритма ми-
нимизации вполне уравновешенного полинома, не ухудшают оценки временной сложно-
сти. Поэтому трудоемкость модифицированного алгоритма оценивается прежней величи-
ной O(m2+mS). 

 

4      Связные матрицы и полиномы 
Другим, не менее важным, чем класс вполне уравновешенных матриц, является 

класс матриц с так называемым свойством  связности. Эти матрицы так же как и вполне 
уравновешенные включают в себя правильные матрицы, а задача FL с матрицей транс-
портных затрат, обладающей свойством связности, является полиномиально разрешимой. 
При построении соответствующих алгоритмов используется основное свойство связной 
матрицы транспортных затрат, гарантирующее существование для всякого открываемого 
предприятия связной (непрерывной) области применения, то есть множества потребите-
лей, обслуживаемых данным предприятием.  

Естественным обобщением свойства связности является так называемое свойство 
p-связности, p = 1, 2, 3,… которое в случае p = 1, совпадает со свойством связности. В 
случае матрицы транспортных затрат, обладающей свойством 2-связности задача FL так-
же является эффективно разрешимой. К сожалению, на этом свойство p-связности исчер-
пывает свои возможности для построения эффективных алгоритмов. Задача FL с матрицей 
транспортных затрат со свойством 3-связности является NP-трудной. 

4.1.   Матрицы со свойством связности и p-связности 

Матрицу C = (cij) (i∈I, j∈J) называют матрицей, обладающей свойством связности 
(связной матрицей), если для произвольной пары строк i, k ∈ I разность cij – ckj меняет знак 
при монотонном изменении j∈J не более одного раза. 
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Аналогично матрицу C = (cij) (i∈I, j∈J) называют матрицей, обладающей свойст-
вом p-связности (p-связной матрицей), где p = 1, 2, 3,…, если разность cij – ckj меняет знак 
при монотонном изменении j∈J не более p раз.  

Понятно, что свойство связности и 1-связности совпадают. Для матрицы C наличие 
этого свойства означает, что для произвольной пары i, k∈I существует номер j0, 1 ≤ j0 ≤ n, 
такой, что разность cij – ckj неотрицательна (неположительна) для любого j ≤ j0 и неполо-
жительна (неотрицательна) для всякого j > j0. Аналогично, в случае 2-связности сущест-
вуют номера j0 и j1, 1 ≤ j0 ≤ j1 ≤ n, такие, что разность cij – ckj имеет один знак для всякого 
j ≤ j0, противоположный знак для всякогоj,  j0 < j ≤  j1, и вновь первый знак для всякого 
j > j1. 

Несложно заметить, что свойство матрицы быть p-связной зависит от нумерации 
столбцов. Если при одной нумерации это свойство имеет место, то при другой может не 
выполняться. Поэтому исходная матрица C, не обладающая свойством  p-связности, мо-
жет стать таковой в результате некоторой перестановки столбцов. В этом случае будем 
говорить, что матрица C приводима перестановкой столбцов к матрице со свойством p-
связности. В этой связи представляет безусловный интерес вопрос об отыскании переста-
новки столбцов, при которой полученная матрица будет обладать нужным свойством. 

Для матрицы C рассмотрим ее характеристическую матрицу H и каноническую 
форму C~ . Легко понять, что если матрица C приводима к матрице со свойством p-

связности, то матрицы H и C~   также будут приводимы к p-связной матрице. Обратное ут-
верждение неверно. Несложно привести пример матрицы C, которая ни при какой пере-
становке столбцов не превращается в матрицу со свойством связности. Вместе с тем ха-
рактеристическая матрица H или каноническая форма C~  могут быть приведены к связной 

матрице. Это связано с тем, что при рассмотрении канонической формы C~  переставлять 
местами можно уже не целиком столбцы матрицы C, а «части» столбцов матрицы C. При-
мером таких матриц С и C~  являются, например, следующие матрицы: 
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Из сделанного замечания можно заключить, что не всегда следует пытаться искать 
перестановку столбцов исходной матрицы, приводящей ее к матрице со свойством p-
связности. Такой перестановки может и не существовать. Гораздо больше шансов на ус-
пех будут иметь попытки построения перестановки, приводящей матрицу в канонической 
форме C~  к матрице со свойством p-связности. 

С учетом сказанного можно утверждать, что правильные матрицы являются част-
ным случаем связных матриц, хотя не сложно привести пример матрицы C 
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такой, что каждый ее столбец является квазивыпуклым, но никакой перестановкой столб-
цов эту матрицу невозможно привести к связной. Вместе с тем характеристическая мат-
рица H любой правильной матрицы C приводима перестановкой столбцов к связной мат-
рице. Для этого достаточно правильную (0,1)-матрицу H привести к стандартной форме. 
Несложно увидеть, что правильная матрица в стандартной форме обладает свойством 
связности. Для приведенного выше примера матрицы C стандартная форма характеристи-
ческой матрицы H имеет вид 























1111101111
0011001110
1010001100
1100001000
1111110000

 

 
Эта матрица, как легко увидеть, является связной. 

4.2.   Свойство связности. Применение динамического програм-
мирования 

Так же как и в случае правильных матриц, свойство связности матрицы  позволяет 
эффективно использовать для решения задачи FL динамическое программирование. Если 
матрица C транспортных затрат обладает свойством связности, то задача FL сводится к 
задаче о ближайшем соседе и, следовательно, для задачи FL может быть построен эффек-
тивный алгоритм динамического программирования. 

Такое сведение становится возможным в силу того, что существует оптимальное 
решение задачи FL такое, что  у каждого открытого предприятия области использования 
являются связными. Напомним, что если (zi) (xij) — решение задачи FL, то областью ис-
пользования предприятия i∈I называется множество J(I) = {j∈J | xij = 1}. Непустое множе-
ство J′⊂ J называют связным или неразрывным, если оно совпадает с некоторым множест-
вом {r, r+1,…, s}, где 1 ≤ r ≤ s ≤ n. 

Доказательство существования оптимального решения со связными областями ис-
пользования становится более простым, если считать строки матрицы транспортных за-
трат соответствующим образом упорядоченными. 

Пусть матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) обладает свойством связности, и пусть у матрицы 
C нет одинаковых строк. Покажем, что существует перестановка {i1, i2,…, im} множества I 
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такая, что для любых k, l,  k < l, разность jlijki cc −  либо неположительна для всякого j∈J, 

либо меняет знак с минуса на плюс при монотонно возрастающем изменении j∈J. 
Действительно, определим на множестве I бинарное отношение следования p  сле-

дующим образом: для любых i, k∈I положим ,ki p  если первая ненулевая компонента век-

тора (cij – ckj) (j∈J) — отрицательная. Понятно, что поскольку у матрицы C нет одинако-
вых строк, то для любых элементов i, k∈I выполняется одно из двух: либо ,ki p  либо 

ik p . Заметим также, что данное отношение является транзитивным, то есть если ki p  и 
lk p , то li p . В самом деле, пусть p и q — наименьшие элементы множества J, для кото-

рых соответственно cip – ckp < 0 и ckq – clq < 0. Пусть j0 = min{p, q}.  Тогда 000 <− ljij cc  и 

cij – clj = 0 для  j < j0.  
Таким образом, множество I можно линейно упорядочить отношением p  и пере-

становка {i1, i2,…, im}, полученная в результате такого упорядочения, будет искомой. 
Из сказанного следует, что если матрица C = (cij) обладает свойством связности, то 

можно считать, что при i < k разность cij – ckj  либо неположительна, либо меняет знак с 
минуса на плюс. 

Лемма 3.4.1. Если матрица C = (cij) обладает свойством связности, то существует 
оптимальное решение задачи FL такое, что область применения каждого открытого пред-
приятия будет связной. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное оптимальное решение ))(( iji xz∗ , и 

пусть }1|{0 =∈= ∗
izIiI  совпадает с множеством {i1,…, iP}. Положим ijIij cc

0
min
∈

= , j∈J. По-

строим  по решению ))(( ∗∗
iji xz  оптимальное решение с нужным свойством. Для этого опре-

делим номера r0, r1,…, rp, (r0 ≤ r1 ≤ … ≤ rp) следующим образом. Положим r0 = 0 и пусть 
уже найдены номера r0, r1,…, rp–1. Тогда в качестве rp возьмем наибольший номер s, для 
которого jpij cc =  при всех j, rp–1 < j ≤ s. Если такого номера не существует, то rp = rp–1. 

Покажем, что rP = n. В самом деле, пусть rP < n и пусть p — наибольший номер, для кото-
рого 11 ++ =

Prpipr cc . По построению rp < rP. Тогда для некоторого номера q, q > p, имеем, с 

одной стороны, 11 ++ > prqiprpi cc  и, с другой стороны, 11 ++ > PrqiPrpi cc . Но это противоречит 

свойству связности матрицы C. 
Поскольку ))(( ∗∗

iji xz  — оптимальное решение, то для всякого p, 1 ≤ p ≤ P, существу-

ет точка jp∈J такая, что  pjqipjpi cc <  для любого q ≠ p. В силу построения последователь-

ности точек r0, r1,…, rP для всякого p, 1 ≤ p ≤ P, имеем rp–1 < jp ≤ rp. Отсюда следует, что  0 
= r0 < r1 <…< rP = n и тем самым точки r0, r1,…, rP образуют разбиение множества J  на P 
связных подмножеств. 
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Для всякого p = 1,…, P положим ,1=jpix   если ,1 pp rjr ≤<−  и 0=jpix  в противном 

случае. Тогда в силу выбора точек r0, r1,…, rP получаем  оптимальное решение ))(( iji xz∗  со 

связными областями применения. Лемма доказана. 
Следующая теорема показывает, что если существует оптимальное решение задачи 

FL со связными областями применения, то эта задача сводится к задаче о ближайшем со-
седе. С учетом доказанной леммы сказанное означает, что задача FL с матрицей C, обла-
дающей свойством связности, может быть эффективно решена методом динамического 
программирования. 

Теорема 3.4.1. Если существует  оптимальное решение задачи FL со связными об-
ластями применения, то задача FL сводится к задаче о ближайшем соседе. 

Доказательство. Рассмотрим задачу о ближайшем соседе следующего вида. Пусть 
Z = {0, 1,…, n}  и пусть 
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Для оптимальности решения {x0, x1,…, xP}, 0 = x0 < x1 < …< xP = n, этой задачи рас-
смотрим номера i1,…, iP такие, что 
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Поставим в соответствие решению {x0, x1,…, xP} допустимое решение (zi) (xij) задачи FL, 
положив 
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Покажем, воспользовавшись критерием оптимальности (лемма 1.1.1), что постро-
енное решение (zi)(xij) является оптимальным решением исходной задачи FL. Для этого 
заметим, прежде всего, что 
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Кроме того, покажем, что если )( )( iji xz∗  — оптимальное решение задачи FL со 

связными областями использования, то найдется решение рассматриваемой задачи о бли-
жайшем соседе, для которого выполняется обратное неравенство. Действительно, пусть 
множество }1|{0 =∈= ∗

izIiI  совпадает c множеством {i1,…, iP} и пусть точки x0, x1,…, xp, 
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0 = x0 < x1 < …< xP = n такие, что J(ip) = {xp–1+1,…, xP}. Тогда для решения {x0, x1,…, xP} 
задачи о ближайшем соседе будем иметь 
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Таким образом, критерий оптимальности выполняется и требуемая сводимость доказана. 
Суммируя сказанное выше, получаем, что если матрица транспортных затрат C об-

ладает свойством связности, то для решения задачи FL может быть построен алгоритм, 
использующий рекуррентные соотношения динамического программирования для задачи 
о ближайшем соседе. 

Трудоемкость этого алгоритма складывается из трудоемкости процедуры построе-
ния самой задачи о ближайшем соседе, оцениваемой величиной O(mn2) и трудоемкости 
процедуры вычисления по рекуррентным соотношениям, равной величине O(m2). Поэтому 
для времени работы алгоритма в целом получаем оценку O(mn2 + m2). 

4.3.    Свойство p-связности при p ≤ 2 

Если матрица транспортных затрат C является p-связной и p ≤ 2, то для решения 
задачи FL могут быть предложены алгоритмы, построенные на основе соотношений, ко-
торые также можно назвать рекуррентными. Однако эти соотношения отличаются от ре-
куррентных соотношений динамического программирования для задачи о ближайшем со-
седе и приводят при p = 1 к алгоритму с лучшей оценкой трудоемкости, чем у рассмот-
ренного выше. 

Для построения таких соотношений рассмотрим задачу MINF0 в виде задачи ми-
нимизации функции 

∑∑
∈ =∈

+=
Jj

ij
iziIi

iim czfzzf
1|10 min),...,(  

на множестве (0,1)-векторов (z1,…, zm). Рассмотрим также семейство задач {MINF0(r,s), 0 
≤ r ≤ s ≤ n}, где при любых r и s задача MINF0(r,s) состоит в минимизации функции 

∑ ∑
∈ += =

+=
Ii

s

rj
ij

iziiimrs czfzzf
1 1|1 min),...,(  

на множестве (0,1)-векторов (z1,…, zm). 
Легко видеть, что задача MINF0(r,s) отличается от исходной задачи MINF0 тем, что 

в ней требуется удовлетворить спрос не всех потребителей из множества J, а только из 
промежутка от r+1 до s. 

Оптимальное значение целевой функции задачи MINF0(r,s) обозначим через Frs и 
при этом будем считать, что Frr = 0 при любых r = 0, 1,…, n. Для всякого i∈I оптимальное 
решение задачи MINF0(r,s) с дополнительным условием zi = 1 будем называть  
i-оптимальным решением. 

Если (z1,…, zm) — решение задачи MINF0(r,s), то с этим решением будем связывать 
следующие множества: 
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Понятно, что если (z1,…, zm) — оптимальное решение задачи, то для всякого i∈I0 найдется 
j, r < j ≤ s, что Ij={i}. Назовем i-оптимальное решение задачи MINF0(r,s) существенным, 
если Ij={i} для некоторого j, r < j ≤ s. 

Отметим некоторые простые свойства функций frs(z1,…, zm). 
Если ),...,(),,...,(),,...,( 111 mmm zzzzzz ′′′′′′  — такие (0,1)-вектора, что },1|{0 =′∈=′ izIiI  

}1|{0 =′′∈=′′ izIiI  и }1|{ =∈=′′∪′ izIiII , то для любого j, r < j ≤ s, выполняется неравен-

ство 
).,...,(),...,(),...,( 111 mrsmjsmrj zzfzzfzzf ≥′′′′+′′  

Вектор (z1,…, zm) будем называть объединением векторов ),...,( 1 mzz ′′  и ),...,( 1 mzz ′′′′ . 

Если (z1,…, zm) — i-оптимальное решение задачи MINF0(r,s) и i∈Is, то (z1,…, zm) — 
i-оптимальное решение задачи MINF0(r,s–1). 

Если (z1,…, zm) — i0-оптимальное решение задачи MINF0(r,s) и Ij \{i0}≠∅ для вся-
кого j, r < j ≤ s, то вектор ),...,( 1 mzz ′′ , отличающийся от (z1,…, zm) тем, что 00 =′iz , — опти-

мальное решение задачи MINF0(r,s). 
Пусть (z1,…, zm) — некоторое решение задачи MINF0(r,s). Для любого j, r < j ≤ s, 

введем на множестве I0 следующее отношение порядка tp . Для любых i, k∈I0, считаем что 

ki j   p , если разность cij–ckj при изменении j от r+1 до s либо последний раз меняет знак с  

плюса на минус, либо является неположительной. Понятно, что если для некоторого j, r < 
j ≤ s, имеем cij ≠ ckj ,  то выполняется одно из двух: либо  ki j   p , либо ik j  p . Понятно так-

же, что данное отношение транзитивно, то есть для любых  i, k, l∈I0 из ki j   p  и lk j   p  сле-

дует li j   p . Элемент i0∈I0 такой, что ii j   0 p  для всякого i∈I0, назовем наименьшим эле-

ментом множества I0  по отношению jp . Понятно, что если i0 — наименьший элемент по 

отношению jp , то i0∈Ij .  

Пусть матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) обладает свойством 1-связности. Для всякого s, 0 
≤ s ≤ n,  рассмотрим заданную на множестве I функцию F0s(i), определенную следующим 
образом: 

.0  },)({min)(
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Нашей целью будет доказательство теоремы, показывающей, что величину F0s(i) 
можно рассматривать как значение целевой функции задачи MINF0(0, s) на i-оптимальном 
решении. Тем самым будет показано, что с  помощью приведенного соотношения можно 
последовательно вычислять величины F0s . 
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Теорема 3.4.2. Для всякого s = 1,…, n справедливо равенство 
).(min 00 iFF sIis

∈
=  

Доказательство теоремы вытекает из нижеследующих предложений. 
Лемма 3.4.2. Для любого s, 0 < s ≤ n, и всякого i0∈I существует  решение (z1,…, zm), 

10 =iz , такое, что 

F0s(z1,…, zm) ≤ F0s(i0). 
Доказательство проведем индукцией по s. Если s = 1, то  

),,...,()()( 1010100000010001 miii zzffcFiFciF =+=++=  

где (z1,…, zm) — вектор, у которого 10 =iz , а остальные компоненты нулевые. 

Предположим, что утверждение справедливо при s = t–1 и докажем его при s = t. 
Если 

,)()( 1000000 −++= siss FiFciF  

то рассмотрим оптимальное решение ),...,( 1
∗∗
mzz  задачи MINF0(0, s–1) и вектор (z1,…, zm), 

отличающийся от ),...,( 1
∗∗
mzz  лишь тем, что 10 =iz . Тогда можем написать 

).,...,(),...,()( 101100000 msmsisis zzfzzffciF ≥++= ∗∗
−  

Если 
,)()( 1101000 −−− ++= sssiss FiFciF  

то по предположению индукции можем написать 
).,...,(),...,()( 10011000 mssimss zzfczzfiF ≥+≥ −  

Лемма доказана. 
Лемма 3.4.3. Пусть (z1,…, zm) — i0-оптимальное решение задачи MINF0(0,s),  

0 < s ≤ n, и пусть для j = 0 или j = s – 1 выполняется равенство 
.)(),...,( 100010 −++= jsjsims FiFczzf  

Тогда ).(),...,( 0010 iFzzf sms =  

Доказательство. Предположим противное и пусть )(),...,( 0010 iFzzf sms > , но тогда 

по предыдущей лемме приходим к противоречию с тем, что (z1,…, zm) — i0-оптимальное 
решение. 

Лемма 3.4.4. Пусть (z1,…, zm) — существенное i0-оптимальное решение задачи 
MINF0(0,s), 0 < s ≤ n, и пусть i0 — наименьший элемент множества I0 по отношению sp . 

Тогда ).(),...,( 0010 iFzzf sms =  

Доказательство проведем индукцией по s. Если s = 1, то 
).(),...,( 001100101 iFcfzzf iim =+=  

Предположим, что утверждение справедливо при s = t–1 и покажем его справедливость 
при s = t. Для заданного i0-оптимального решения (z1,…, zm) исследуем два случая: 

∅≠}{\ 0iI j  для всякого j ≤ t–1 и }{ 0iI j =  для некоторого j ≤ t–1. В первом случае рас-
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смотрим решение ),...,( 1 mzz ′′ , отличающееся от исходного i0-оптимального решения (z1,…, 

zm) лишь тем, что 00 =′iz . Для этого решения, которое является оптимальным решением 

задачи MINF0(0, t–1), учитывая то, что i0 — наименьший элемент множества I0 по отноше-
нию tp , и принимая во внимание предыдущую лемму, можем написать 

).()(),...,(),...,( 001000000011010 iFFiFccfzzfzzf tttitiimtmt =++=++′′= −−  

Пусть теперь }{ 00 iI j =  для некоторого j0 ≤ t–1. Тогда решение (z1,…, zm) будет су-

щественным  i0-оптимальным решением задачи MINF0(0, t–1). Покажем, что i0 — наи-
меньший элемент множества I0 по отношению 1−tp . Предположим, что это не так и пусть 

таковым является некоторый элемент k∈I0. Рассмотрим разность kjji cc −0  и заметим, что в 

точке j0 эта разность отрицательная, далее до точки t – 1 она меняет знак на плюс и в точ-
ке t опять отрицательная. Это противоречит свойству 1-связности матрицы C. Следова-
тельно, i0 — наименьший элемент множества I0 по отношению 1−tp . Тогда по предполо-

жению индукции и с учетом предыдущей леммы можем написать 
).()(),...,(),...,( 00110100011010 iFFiFcczzfzzf tttttitimtmt =++=+= −−−−  

Лемма доказана. 
Для доказательства теоремы 3.4.2 остается заметить, во-первых, что в силу леммы 

3.4.2 для всякого i∈I имеем F0s ≤ F0s (i) и, во-вторых, что в силу леммы 3.4.4 существует 

i0∈I, для которого F0s = F0s (i0). Действительно, пусть ),...,( 1
∗∗
mzz  — оптимальное решение 

задачи MINF0(0, s). Тогда для всякого i∈I0 данное решение будет, очевидно,  
i-оптимальным. Определим элемент i0∈I, являющийся наименьшим по отношению sp . 

Тогда по лемме 3.4.4 получаем ).( 000 iFF tt =  

Доказанная теорема 3.4.2 составляет основу алгоритма решения задачи FL в слу-
чае, когда матрица транспортных затрат C является 1-связной. 

Алгоритм состоит из двух этапов. 
Первый этап включает n шагов. На s-м, s = 1,…, n, шаге для всякого i∈I вычисляет-

ся величина F0s (i) по формуле 
})({min)( 101,00 −

−=
+−++= jsijsjiiss FfiFfciF  

и далее определяется величина 
)(min 00 iFF sIis

∈
=  

и номер i(0,s) такой, что 
).(minarg),0( 0 iFsi sIi∈

=  

Второй этап состоит из предварительного шага и конечного числа однотипных ос-
новных шагов. На предварительном шаге строится начальное нулевое решение ),...,( 1

∗∗
mzz . 

На первом основном шаге рассматривается пара (0, n) и элемент i1 = i(0, n). Шаг со-
стоит в отыскании номера j1, 0 ≤ j1 ≤ n–1, такого, что 
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После этого полагается .11 =
∗
iz  Если  j1 = 0, то второй этап и алгоритм в целом заканчивает 

работу, в противном случае строится пара (0, j1,), рассматриваемая на втором шаге, и на-
чинается второй шаг, после чего третий и т.д. 

Легко видеть, что для реализации каждого шага первого этапа требуется O(m) дей-
ствий, поэтому трудоемкость первого этапа оценивается величиной O(mn). Число шагов 
второго этапа не превосходит m, поскольку на каждом шаге одна из компонент начально-
го нулевого решения меняет значение. При этом для реализации всех этих шагов требует-
ся O(n) действий. Таким образом, в целом рассматриваемый алгоритм решения задачи FL 
имеет трудоемкость, оцениваемую величиной O(mn), что лучше, чем у рассмотренного 
выше алгоритма динамического программирования.  

Предположим теперь, что матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) обладает свойством 2-
связности. По аналогии с рассмотренными выше функциями F0s (i), 0 ≤ s ≤ n, определим 
заданные на множестве I функции  Frs (i), 0 ≤ r ≤ s ≤ n, следующим образом: 

Frr (i) = fi,  0 ≤ r ≤ n; 
.0  },)({min)( 1 nsrFiFciF jsrjsjrisrs ≤<≤++= −

<≤
 

Докажем теорему, аналогичную теореме 5.1., показывающую, что с помощью при-
веденных соотношений можно последовательно вычислять величины Frs . 

Теорема 3.4.3. Для любых r, s, 0 ≤ r ≤ s ≤ n, справедливо равенство 
).(min iFF rsIirs

∈
=  

Доказательство этого утверждения строится по той же схеме, что и доказательство 
теоремы 3.4.2, и вытекает из предложений, аналогичных рассмотренным выше леммам 
3.4.2 и 3.4.4. 

Лемма 3.4.5. При любых r, s, 0 ≤ r < s ≤ n, для всякого i0∈I существует решение 
(z1,…, zm), где 10 =iz , для которого 

).(),...,( 01 iFzzf rsmrs ≤  

Доказательство проведем индукцией по s. Если s = r + 1, то 
),,...,()()( 1110001001 mrrriirrrrrirr zzfcfFiFciF ++++ =+=++=  

где (z1,…, zm) — решение, у которого 10 =iz , а остальные компоненты нулевые. 

Предположим, что утверждение справедливо при s ≤ t – 1 и докажем его при  
s = t. Пусть 

tirtitirtrrrt cFfcFiFiF 0100100 )()( ++=++= −− . 

Тогда искомым решением будет вектор (z1,…, zm), который отличается от оптимального 
решения задачи MINF0(r, t–1) лишь тем, что 10 =iz . 

Пусть теперь 
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tijtrjrt cFiFiF 0100 )()( ++= −  

для некоторого j, r < j ≤ t–1. По предположению индукции существует решение (z1,…, zm), 
10 =iz , для которого ).,...,()( 10 mrjrj zzfiF ≥  Рассмотрим также оптимальное решение 

),...,( 1
∗∗
mzz  задачи MINF0(r, j) и решение ),...,( 1 mzz ′′  такое, что },,max{ ∗=′ iii zzz  i∈I. Тогда 

можем написать 
),,...,(),...,(),...,()( 101110 mrttimjtmrjrt zzfczzfzzfiF ′′≥++≥ ∗∗

−  

что завершает доказательство леммы. 
Лемма 3.4.6. Пусть (z1,…, zm) — i0-оптимальное решение задачи MINF0(r, s),  

0 ≤ r < s ≤ n, и  пусть для некоторого j,  r ≤ j < s, выполняется равенство 
.)(),...,( 1001 −++= jsrjsimrs FiFczzf  

Тогда  
).(),...,( 01 iFzzf rsmrs =  

Доказательство данного утверждения точно так же как и леммы 3.4.3 вытекает из 
предыдущей леммы, поскольку предположение о невыполнении указанного равенства 
приводит к противоречию с этой леммой. 

Лемма 3.4.7. Пусть (z1,…, zm) — существенное i0-оптимальное решение задачи 
MINF0(r, s), 0 ≤ r < s ≤ n, и  пусть i0 — наименьший элемент множества I0 по отношению 

sp . Тогда ).(),...,( 01 iFzzf rsmrs =  

Доказательство проведем индукцией по s. Если s = r + 1, то равенство, очевидно, 
выполняется. Предположим, что утверждение верно при s ≤ t – 1 и покажем его справед-
ливость при s = t. Для заданного i0-оптимального решения (z1,…, zm) исследуем два слу-
чая: Ij \ {i0} ≠ ∅ для всякого j ≤ t – 1 и Ij = {i0} для некоторого j ≤ t – 1. В первом случае 
рассмотрим решение ),...,( 1 mzz ′′ , отличающееся от исходного i0-оптимального решения 

(z1,…, zm) только тем, что .00 =′iz  Для этого решения, которое является оптимальным ре-

шением задачи MINF0(r, t – 1), учитывая то, что i0 — наименьший элемент множества I0 
по отношению tp  и используя предыдущую лемму, можем написать 

).()(),...,(),...,( 00100011 iFcFiFcfzzfzzf rttirtrrtiimmrtmrt =++=++′′= −  

Предположим теперь, что Ij = {i0} для некоторого j ≤ t – 1. Пусть j(i0) — наиболь-
ший элемент j, удовлетворяющий этому свойству. Обозначим через j0 наибольший эле-
мент j, r < j ≤ t – 1, для которого i0 — наименьший элемент множества I0 по отношению 

jp . Очевидно, j(i0) ≤ j0. Рассмотрим множество 

}.1  },{|{ 000 −≤<=∈=′ tjjiIIiI j  

Нашей целью будет сейчас доказательство следующих соотношений: 
∅≠′∩ 0II j  при ;10 −≤< tjj  

∅≠′0\ II j  при .0jjr ≤<  
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Начнем с первого неравенства. Предположим, что ∅≠′∩′ 0II j  для некоторого 

,1 , 0 −≤′<′ tjjj  и  пусть i — наименьший элемент множества I0 по отношению j′p . Рас-

смотрим разность ijji cc −0 . Поскольку 0Ii ′∉ , то эта разность имеет разные знаки на про-

межутке от r до j0, поскольку ii j00p , то рассматриваемая разность последний раз меняет 

знак с плюса на минус. Кроме того, в силу отношения 0 ii j′p , рассматриваемая разность 

становится положительной для некоторого j, j0 < j ≤ j′. Наконец, из условия ii t  0p  вытека-

ет, что разность ijji cc −0  принимает отрицательное значение для некоторого j, j′ < j ≤ t. Та-

ким образом, получаем, что рассматриваемая разность ijji cc −0  при монотонном измене-

нии j от r+1 до t меняет знак, по крайней мере, три раза, что противоречит свойству 2-
связности матрицы C. Следовательно, первое неравенство доказано. Из него, в частности, 
вытекает, что если ∅=′0I , то j0 = t – 1. 

Убедимся в справедливости второго соотношения. Поскольку 00 Ii ′∉  и 00 jIi ∈ , то 

∅≠′00 \ II j . Предположим, что ∅=′′ 0\ II j  для некоторого  j′, r < j′ < j0. Пусть jIi ′∈ . Рас-

смотрим разность ijji cc −0 . Поскольку jIi ′∉0 , то данная разность имеет знак плюс при j = 

j′. Тогда из соотношения ii j00p  следует, что рассматриваемая разность меняет знак с плю-

са на минус при изменении j от j′ до j0. Но поскольку 0Ii ′∈  и ii t  0p , то получаем, что раз-

ность ijji cc −0  меняет знак с плюса на минус при изменении j от j0+1 до t. Таким образом, 

разность ijji cc −0  меняет знак, по крайней мере, три раза при изменении j от r+1 до t, что 

противоречит свойству 2-связности матрицы C. Тем самым второе неравенство также до-
казано. 

Рассмотрим векторы ),...,( 1 mzz ′′  и ),...,( 1 mzz ′′′′  такие, что 00 \}1|{ IIzIi i ′==′∈  и 

0}1|{ IzIi i ′==′′∈ . В силу доказанных соотношений имеет место равенство 

.),...,(),...,(),...,( 0110101 timtjmrjmrt czzfzzfzzf +′′′′+′′= −  

Отсюда, с учетом того, что (z1,…, zm) — i0-оптимальное решение, получаем, что 
),...,( 1 mzz ′′  — существенное i0-оптимальное решение задачи MINF0(r, j0), a ),...,( 1 mzz ′′′′  — 

оптимальное решение задачи MINF0(j0, t–1). Следовательно, по предположению индукции 
и в силу леммы 5.5, получаем 

).()(),...,( 010001 orttitjrjmrt iFcFiFzzf =++= −  

Лемма доказана. 
С использованием лемм 3.4.5 и 3.4.7 доказательство теоремы 3.4.3 проводится точ-

но так же как и теоремы 3.4.2. С одной стороны, по лемме 3.4.5 для всякого i∈I имеем 
Frt(i0) ≤ Frt. С другой стороны, по лемме 3.4.7 существует i0∈I, такое, что Frt(i0) = Frt. 
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Алгоритм решения задачи FL с матрицей C, обладающей свойством 2-связности, 
основанный на представленных выше рекуррентных соотношениях, состоит из двух эта-
пов. 

Первый этап включает n шагов и при этом каждый s-й шаг, s =1, 2,…, n, включает в 
себя s однотипных подшагов. На r-м, r =1, 2,…, s–1, подшаге s-го шага для всякого i∈I 
вычисляется величина Frs(i) по формуле 

isjsrjsjrrs cFiFiF ++= −
<≤

})({min)( 1  

и далее определяются величина Frs по формуле  
)(min iFF rsIirs

∈
=  

и номер i(r,s) такой, что 
).(minarg),( iFsri rsIi∈

=  

Второй этап состоит из предварительного шага и конечного числа однотипных ос-
новных шагов, каждый из которых, в свою очередь, включает некоторое число однотип-
ных подшагов. На предварительном шаге строится нулевое начальное решение ),...,( 1

∗∗
mzz  

и формируется начальный список пар (r, s), 0 ≤ r < s ≤ n, исследуемых на основных шагах. 
Начальный список включает только одну пару (0, n). 

На первом шаге рассматриваются пара (0, n) и эдемент i1 = i(0, n) и производится 
некоторое число подшагов. 

На первом подшаге рассматривается пара (0, n) и определяется наибольший номер 
j1, 0 ≤ j1 < n, такой, что 

.)()( 11111010 ninjjn cFiFiF ++= −  

Если j1 < n – 1, то пара (j1, n – 1) заносится в список пар, исследуемых на основных шагах. 
Если j1= 0, то подшаги данного шага завершаются и начинаются заключительные дейст-
вия первого шага. Если j1 > 0, то начинается второй подшаг. 

На втором подшаге рассматривается пара (0, j1) и определяется наибольший номер 
j2, 0 ≤ j2 < j1, такой, что 

.)()( 11112120110 jijjjj cFiFiF ++= −  

Если j2 < j1–1, то пара (j2, j1–1) заносится в список пар, исследуемых на основных шагах. 
Если j2=0, то подшаги данного шага завершаются и начинаются заключительные действия 
первого шага. Если j2 > 0, то переходим к третьему подшагу и т.д. 

Если подшаги первого шага завершены, то на заключительный действиях первого 
шага пара (0, n) исключается из списка исследуемых пар, полагается 11 =

∗
iz  и начинается 

второй шаг. 
Очередной k-й, k > 1, шаг начинается с просмотра списка пар, исследуемых на ос-

новных шагах. Если этот список пар пуст, то алгоритм заканчивает работу. В противном 
случае выбирается произвольная пара (r, s), полагается ik = i(r, s) и производится некото-
рое число подшагов. 
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На первом подшаге рассматривается пара (r, s) и определяется наибольший номер 
j1 такой, что 

.)()( 111 skisjkrjkrs cFiFiF ++= −  

Если j1 < s–1, то пара (j1, s–1) заносится в список пар, исследуемых на основных шагах. 
Если j1=r, то подшаги данного шага завершаются и начинаются заключительные действия 
на k-м шаге. Если j1 > r, то начинается второй подшаг с парой (r, j1) и т.д. 

После выполнения всех подшагов k-го шага на заключительных действиях этого 
шага пара (r, s) исключается из списка пар, исследуемых на основных шагах, полагается 

1=∗
kiz  и начинается следующий шаг. 

Несложно оценить трудоемкость обоих этапов рассмотренного алгоритма. По-
скольку каждый шаг первого этапа содержит не более n подшагов, то общее число подша-
гов первого этапа оценивается величиной n2. На каждом подшаге значение соответствую-
щей функции вычисляется в m точках, что требует O(m⋅n) действий. Следовательно, тру-
доемкость первого этапа оценивается величиной O(m⋅n3). 

Число основных шагов второго этапа оценивается величиной m, поскольку на каж-
дом шаге одна из компонент исходного нулевого вектора изменяет свое значение. Трудо-
емкость же процедуры реализации всех подшагов каждого шага оценивается величиной 
O(n2). Поэтому оценка трудоемкости второго этапа равняется O(m⋅n2), а алгоритма в це-
лом — O(m⋅n3). 

4.4.   Свойство 3-связности 

Свойство p-связности матрицы C при p = 1 и p = 2, как следует из сказанного выше, 
позволяет построить для задачи FL с матрицей C в качестве матрицы транспортных затрат 
эффективные алгоритмы. Однако при p > 2 это свойство не дает новых возможностей для 
расширения класса эффективно разрешимых задач FL. Более того, задача FL с матрицей 
транспортных затрат C, обладающей свойством 3-связности, является NP-трудной. Спра-
ведливость этого утверждения вытекает из того, что NP-трудная задача вершинного по-
крытия кубического графа [30′] сводится к задаче FL с матрицей C, обладающей свойст-
вом 3-связности. 

Если A = (aij) (i∈I, j∈J) – матрица инциденций кубического графа, то задача вер-
шинного покрытия кубического графа записывается следующим образом: 

;min
)(
∑
∈Ii

ii
x

xf
i

 

,1≥∑
∈Ii

iij xa   ;Jj∈  

xi∈{0,1},  i∈I; 
Матрица ограничений A=(aij) этой задачи обладает свойствами 

,2=∑
∈Ii

ija   ;Jj∈  



Глава 3       56
 
 

,3=∑
∈Jj

ija   ;Ii∈  

Отсюда ясно, что матрица A обладает свойством 5-связности. 
Рассматриваемая задача SC, как известно, сводится к задаче FL с парой (F0,C), где 

C = (cij) (i∈I, j∈J) — матрица с элементами cij = (1–aij). Отсюда ясно, что если матрицу A 
перестановкой столбцов можно привести к матрице со свойством 3-связности, то к матри-
це с тем же свойством можно привести и матрицу C. 

Понятно также, что перестановка столбцов матрицы A определяется нумерацией 
ребер кубического графа, поэтому рассмотрим нумерацию ребер кубического графа, 
приводящую матрицу A к матрице со свойством 3-связности. 

Поскольку кубический граф имеет четное число вершин, то, произвольным обра-
зом разбив множество вершин на пары, соединим каждую полученную пару дополнитель-
ным ребром. Построенный граф (мультиграф) имеет четную степень каждой вершины и, 
следовательно, является эйлеровым, то есть графом, для которого существует замкнутая 
цепь, содержащая все ребра. Используем эту замкнутую цепь для нумерации ребер эйле-
рова графа. Для этого рассмотрим произвольную вершину графа и припишем номер 1 до-
полнительному ребру, инцидентному этой вершине, и далее последовательно занумеруем 
ребра в порядке их следования в цепи. 

Если теперь переставить столбцы матрицы A по возрастанию номеров ребер ис-
ходного кубического графа, то полученная матрица будет 3-связной. Действительно, цикл 
в эйлеровом графе проходит через каждую вершину ровно один раз по инцидентным дан-
ной вершине ребрам исходного кубического графа. Поэтому в каждой строке матрицы A 
две из трех единиц стоят в соседних столбцах. Следовательно, для любой пары строк раз-
ность не будет менять знак более трех раз. 

 

6      Матрицы, связные относительно графа 
Обобщающим понятием связности матрицы является связность относительно би-

нарного отношения на множестве столбцов или, другими словами, относительно графа. 
Приведем основные результаты, полученные с использованием этого понятия, следуя, в 
основном, работе [1]. Но прежде напомним необходимые для изложения этих результатов 
сведения и утверждения из теории графов, заимствованные из известных монографий по 
теории графов [38′, 66]. 

6.1.   Некоторые сведения из теории графов 

Неориентированный граф G = (J, E) с множеством вершин J и множеством ребер E 
называют планарным, если его можно уложить (нарисовать) на плоскости так, чтобы ни 
какие два его ребра не пересекались. Планарный граф, уложенный на плоскости указан-
ным образом, разбивает плоскость на связные области, названные гранями. Планарный 
граф называется внешнепланарным, если его можно уложить на плоскости так, чтобы ни-
какие два его ребра не пересекались, а все его вершины  принадлежали одной грани. 
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Граф называется связным, если любая пара его вершин может быть соединена це-
пью. Максимальный связный подграф графа называется  компонентой графа. Точкой со-
членения графа называется такая его вершина, удаление которой увеличивает число ком-
понент графа. Неразделимым графом называется связный граф, не имеющий точек  сочле-
нения. Блок графа — это его максимальный неразделимый подграф. Простой цикл, содер-
жащий все вершины графа называется гамильтоновым. Хордой гамильтонова цикла назы-
вается ребро графа, не принадлежащее этому циклу. 

Основные факты из теории внешнепланарных графов сформулируем в виде сле-
дующих лемм. 

Лемма 3.6.1 [66]. Граф внешнепланарен тогда и только тогда, когда каждый его 
блок внешнепланарен. 

Лемма 3.6.2 [147′]. Неразделимый внешнепланарный граф имеет единственный 
гамильтонов цикл. 

Лемма 3.6.3 [1]. Неразделимый граф внешнепланарен тогда и только тогда, когда 
он представляет собой гамильтонов цикл с попарно непересекающимися ребрами. 

Из приведенных утверждений вытекает, что каждый блок связного внешнепланар-
ного графа есть либо ребро, либо простой цикл с попарно непересекающимися хордами, а 
следующая лемма утверждает, что всякий связный внешнепланарный граф может быть 
достроен до простого цикла с непересекающимися хордами. 

Лемма 3.6.4. Всякий связный внешнепланарный граф G = (J, E) может быть допол-
нен ребрами до неразделимого внешнепланарного графа G′ = (J, E′), E⊂ E′.  

Доказательство. Предположим первоначально, что исходный граф G состоит из 
двух блоков G1 и G2 , а j0 — точка сочленения графа. Если подграфы G1 и G2  представля-
ют собой соответственно ребро (j1, j0) и ребро (j0, j2), то, добавив в исходный граф G ребро 
(j1, j2), получим граф G′ являющимся циклом {j0, j1, j2, j0}. Если G1 — цикл {j0, j1,…, jp, j0} 
с непересекающимися хордами, а G2 — ребро (j0, jp+1), то добавив в граф G ребро (j1, jp+1), 
получим граф G′, являющийся циклом { j0, j1,…, jp, jp+1, j0} с непересекающимися хорда-
ми. Наконец, если G1 и G2  являются соответственно циклами {j0, j1,…, jp, j0} и { j0, jp+1,…, 
jq, j0} с непересекающимися хордами, то, пополнив граф G ребром (jp, jp+1), получим граф 
G′, представляющий собой цикл {j0, j1,…, jp, jp+1,…, jq, j0} с непересекающимися хордами. 
Таким образом, в любом случае получаем граф G′, который по лемме 3.6.3 будет внешне-
планарным. 

Если исходный граф G состоит более чем из двух блоков, то последовательным 
применением описанной выше операции добавления ребра получим требуемый граф G′. 
Лемма доказана. 

Отметим, что если разбиение исходного графа на блоки задано и для каждого бло-
ка известен его гамильтонов цикл, то трудоемкость рассмотренной в ходе доказательства 
леммы 3.6.4 процедуры построения неразделимого внешнепланарного графа G′ пропор-
циональна числу блоков. Следовательно, оценка трудоемкости этой процедуры есть вели-
чина O(|E|). 
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6.2.   Связность относительно графов 

Пусть G = (J, E) — неориентированный связный граф с множеством вершин J и 
множеством ребер E. 

Матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) называется связной относительно графа G = (J, E), если 
для любых i, k∈I существует разбиение (S, R) множества J такое, что подграфы G1 и G2 , 
порожденные соответственно множествами вершин S и R, являются связными и, кроме 
того, cij ≤ ckj для всех j∈S  и ckj ≤ cij для всех j∈R. Будем говорить, что матрица C связна 
относительно класса графов, если в этом классе найдется граф, относительно которого 
данная матрица C будет связной. 

Понятно, что любая матрица C является связной относительно соответствующего 
полного графа, так что имеет смысл рассматривать связность матриц относительно гра-
фов, в которых некоторые пары вершин не соединяются ребрами. 

Отметим также, что понятие связности относительно графа позволяет по иному 
взглянуть на свойство p-связности при p ≤ 2 и дать эквивалентные определения этим 
свойствам. Легко понять, что матрица C является связной относительно цепи тогда и 
только тогда, когда обладает свойством 1-связности. Нетрудно увидеть также, что матри-
ца C связна относительно цикла тогда и только тогда, когда удовлетворяет свойству 2-
связности. Действительно, если матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) является связной относительно 
цикла с множеством вершин J = {1,…, n}, то для любых i, k∈I существует разбиение S = 
{p, p+1,…, q–1}, R = {q,…, n, 1,…, p–1}, где 1 ≤ p ≤ q ≤ n, множества J такое, что разность 
cij – ckj сохраняет знак на каждом из множеств S и R. Это означает, что указанная разность 
при монотонном изменении j от 1 до n меняет знак не более двух раз. Обратно, если мат-
рица C обладает свойством 2-связности, то для любых i,k∈I существуют p, q∈I, p ≤ q, та-
кие, что разность cij – ckj сохраняет знак на каждом из множеств {1,…, p–1}, {p–1,…, q–1} 
и {q,…, n}. Это означает, что множество вершин цикла J = {1,…, n} может быть разбито 
на два подмножества S = {p,…, q–1}, P = {q,…, p–1} таких, что, во-первых, они являются 
множествами вершин цепей и, во-вторых, разность jiji cc

21
−  на каждом из этих множеств 

сохраняет знак. 
Из сказанного следует, что задача FL в случае, когда матрица транспортных затрат 

C обладает свойством связности относительно цепей или циклов является полиномиально 
разрешимой. В связи с этим возникает задача о построении достаточно широкого класса 
графов, включающего цепи и циклы и такого, что если матрица C связна относительно 
этого класса, то задача FL является полиномиально разрешимой. Кроме того, возникает 
задача поиска относительно узкого класса графов такого, что связность матрицы относи-
тельно этого класса не является достаточным условием для построения эффективного ал-
горитма решения задачи FL и, более того, задача FL с матрицами транспортных затрат, 
связными относительно этого класса является труднорешаемой. Такими классами графов, 
как следует из дальнейшего, являются соответственно классы внешнепланарных и пла-
нарных графов. 
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6.3. Связность относительно внешнепланарных и планарных 
графов. 

На первый из поставленных выше вопросов ответ дает следующая  
Теорема 3.6.1. Матрица C размера m×n, связная относительно внешнепланарного 

графа G, является связной относительно некоторого цикла с n вершинами, который может 
быть найден по графу G полиномиальным алгоритмом с оценкой трудоемкости O(n). 

Доказательство теоремы опирается на следующую лемму. 
Лемма 3.6.5.  Матрица, связная относительно неразделимого внешнепланарного 

графа, является связной относительно его гамильтонова цикла. 
Доказательство. Пусть матрица C = (cij) (i∈I, j∈J) является связной относительно 

неразделимого внешнепланарного графа G со множеством вершин J = {1,…, n}. Пусть 
{1,2,…, n, 1} — гамильтонов цикл графа G. По условию для произвольных i, k∈I найдется 
разбиение (R,S) множества вершин J такое, что подграфы G1 и G2, порожденные множест-
вами R и S, связны и, кроме того, cij ≤ ckj, если j∈R, ckj ≤ cij, если j∈S. Очевидно, что тре-
буемое будет доказано, если будет показано, что одно из множеств R, S совпадает с мно-
жеством {p,…, q–1}, а второе — с множеством {q,…, n, 1,…, p–1} для некоторых p, q, 1 ≤ 
p ≤ q ≤ n.  

Предположим противное. Тогда найдутся r′, r″∈R и s′, s″∈S, для которых либо  
r′< s′< r″< s″, либо s′ < r′< s″< r″. Будем считать, что имеет место первый случай (второй 
случай рассматривается аналогично). Поскольку подграф G1, порожденный множеством 
R, связен, то существует простая цепь (r0, r1,…, rL), соединяющая r′ и r″ такая, что rl∈R, l = 
0,…, L. Так как r0∈J \ { s′,…, s″} и rL∈{ s′,…, s″}, то найдется ребро (rl, rl+1) такое, что rl∈J 
\ { s′,…, s″} и rl+1∈{ s′,…, s″}. Это означает, что имеет место одно из двух: либо rl < s′< 
rl+1< s″, либо s′ < rl+1 < s″< rl. Пусть имеет место первый случай (второй случай рассмат-
ривается аналогично). Поскольку подграф G2, порожденный множеством S, связен, то су-
ществует простая цепь (s0, s1,…, sT), соединяющая s0 и sT  такая, что st∈S, t = 0,…, T.  По-
скольку rl < s′< rl+1< s″, то  s0∈{rl ,…, rl+1} и sT ∈J \ {rl ,…, rl+1}. Следовательно, в данной 
цепи найдется ребро (st, st+1) такое, что st∈{rl,…, rl+1} и st+1∈ J \{rl ,…, rl+1}. Но это озна-
чает, что ребра (rl, rl+1), (st, st+1) являются пересекающимися хордами гамильтонова цикла 
{1, 2,…, n, 1}, что согласно лемме 3.6.3 противоречит внешнепланарности графа G и тем 
самым доказывает лемму. 

Используя доказанную лемму легко показать справедливость первой части теоре-
мы 3.6.1. Действительно, согласно лемме 3.6.4 всякий внешнепланарный граф G может 
быть дополнен ребрами до неразделимого внешнепланарного графа G′. Если матрица C  
связна относительно внешнепланарного графа G, то она, очевидно, будет связна относи-
тельно графа G′ и согласно лемме 3.6.5 она также будет связной относительно гамильто-
нова цикла графа G′. 

Для доказательства второго утверждения теоремы 3.6.1 рассмотрим алгоритм по-
строения соответствующего гамильтонова цикла для произвольного связного внешнепла-
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нарного графа G. Прежде всего, с использованием известного алгоритма выделения бло-
ков графа (см., например, [8′]), имеющего оценку трудоемкости O(n), находятся блоки и 
точки сочленения исходного графа G. Для построения гамильтонова цикла в каждом при-
веденном блоке может быть использован алгоритм распознавания неразделимых внешне-
планарных графов, описанный в [147′]. Этот алгоритм в ходе своей работы помечает все 
хорды гамильтонова цикла, оставляя непомеченными его ребра. Трудоемкость процедуры 
построения гамильтоновых циклов также оценивается величиной O(n). После этого с по-
мощью процедуры, описанной при доказательстве леммы 3.6.4, граф G дополняется реб-
рами до неразделимого внешнепланарного графа G′. Одновременно строится также и ис-
комый гамильтонов цикл графа G′. Трудоемкость рассмотренного алгоритма в целом оце-
нивается величиной O(n). Теорема 3.6.1 доказана. 

Доказанная теорема показывает, что задача FL с матрицей транспортных затрат C, 
связной относительно внешнепланарного графа, сводится к задаче FL с матрицей C, связ-
ной относительно цикла, и тем самым сводится к задаче FL с матрицей C, эффективно 
приводимой к матрице, обладающей свойством 2-связности. Следовательно, задача FL с 
матрицей C, связной относительно внешнепланарного графа является полиномиально раз-
решимой. Таким образом, внешнепланарные графы можно рассматривать как класс гра-
фов, включающих цепи и циклы, но при этом сохраняющих полезное свойство цепей и 
циклов, позволяющее сводить задачу FL с матрицей C, связной относительно графа, к за-
даче FL с матрицей C, обладающей свойством 2-связности. 

Следующая теорема утверждает, что класс внешнепланарных графов — макси-
мальный класс, обладающий этим свойством. 

Теорема 3.6.2.  Если связный граф не является внешнепланарным, то существует 
матрица C, связная относительно G, но не связная  относительно цикла. 

Для доказательства теоремы установим предварительно некоторые свойства мат-
рицы инцеденций графа G = (J,E). Рассмотрим транспортную матрицу A = (aij) (i∈I, j∈J) 
матрицы инциденций графа G и покажем справедливость двух лемм, устанавливающих 
эквивалентность внешнепланарности графа G и связности его матрицы A относительно 
цикла.  

Лемма 3.6.6. Матрица A связна относительно связного графа G. 
Доказательство. Для произвольных i, k ∈E рассмотрим множества R1={j∈J | aij > 

akj} и S1={j∈J | akj > aij}. Поскольку каждая строка матрицы A содержит ровно две едини-
цы, то каждое из множеств R1, S1 содержит не более двух вершин, а подграфы графа G, 
порожденные указанными множествами, являются либо ребрами, либо вершинами, если 
ребра i и k смежные. Пополним множество R1 теми вершинами графа G, из которых суще-
ствует цепь в одну из вершин множества R1, не содержащая вершин из множества S1. Со-
ответственно пополним множество S1 теми вершинами графа G, из которых не существует 
таких цепей. Полученные множества R и S по построению образуют разбиение множества 
J и порождают связные полграфы графа G. Кроме того, поскольку aij = akj для j ∉R1∪S1, 
получаем, что aij ≥ akj для j∈R и akj ≥ aij для j∈S.  Это означает, что матрица A связна отно-
сительно графа G. Лемма доказана. 
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Лемма 3.6.7. Связный граф G внешнепланарен тогда и только тогда, когда матрица 
A связна относительно цикла. 

Доказательство.  Если граф G внешнепланарен, то по предыдущей лемме матрица 
A связна относительно графа G, а по теореме 3.6.1 матрица A связна относительно цикла. 

Обратно. Пусть матрица A  связна относительно цикла {1,…, n, 1} и, следователь-
но, является 2-связной. Разместим вершины графа G на окружности в порядке их следова-
ния в рассмотренном цикле. Заметим далее, что поскольку матрица A является 2-связной, 
то любые два несмежные ребра (j′,l′) и (j″,l″) графа G не могут пересекаться. Дополним 
граф G недостающими ребрами, образующими цикл {1,…, n, 1}. Получим граф G′, пред-
ставляющий собой гамильтонов цикл с непересекающимися хордами. По лемме 3.6.3 этот 
граф G′ и, следовательно, исходный граф G являются внешнепланарными. Лемма доказа-
на. 

Доказательство теоремы 3.6.2 вытекает из доказанных лемм. Действительно, пусть 
граф G не является внешнеплнарным. Тогда матрица A, будучи по лемме 3.6.6 связной от-
носительно графа G, не  является связной относительно цикла, поскольку в противном 
случае в силу леммы 3.6.7 граф G был бы внешнепланарным. Теорема доказана. 

Доказанная теорема дает ответ на первый из сформулированных ранее вопросов о 
максимальном классе графов, связность матрицы относительно которого означает связ-
ность матрицы относительно цикла и, следовательно, ее 2-связность. Таким максималь-
ным классом является класс внешнепланаргых графов. Попытка расширения этого класса 
за счет графов, не являющихся внешнепланарными, как следует из теоремы, приводит к 
тому, что матрица может быть связной относительно расширенного класса, но не будет 
связной относительно цикла и, следовательно, не будет обладать тем полезным свойством, 
использование которого позволяло строить эффективный алгоритм решения задачи FL.  

Вторым вопросом был вопрос о минимальном расширении класса внешнепланар-
ных графов, при которых связность матрицы относительно этого класса не только пере-
стает быть полезным свойством для построения эффективных алгоритмов, но делает зада-
чу FL с матрицей, связной относительно этого класса, трудоемкой, то есть эквивалентной 
задаче FL в общем случае. Ответ на этот вопрос дает следующая 

Теорема 3.6.3. Задача FL с матрицей транспортных затрат C, связной относительно 
планарных графов, является NP-трудной. 

Доказательство. Сведем к рассматриваемой задаче NP-трудную задачу о вершин-
ном покрытии связного кубического планарного графа [30′]. Пусть G=(I, J) — связный ку-
бический планарный граф с множеством вершин I и множеством ребер J. Пусть A=(aij) 
(i∈I, j∈J) — матрица инциденций графа G. 

Задача VC для данного графа G согласно теореме 1.4.1 сводится к задаче FL с мат-
рицами F = (fi) (i∈I) и C = (cij) (i∈I, j∈J) вида fi  = 1, i∈I; cij = **(1 – aij) i∈I, j∈J. Для  за-
вершения доказательства остается показать, что матрица C будет связна относительно не-
которого планарного графа. В качестве такого графа используем реберный граф 

),(~ EJG =  графа G, который является связным и планарным. 
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Для произвольных i, k∈I рассмотрим множества R1={j∈J | cij < ckj} и S1={j∈J | ckj < 
cij}. Поскольку каждая строка матрицы C содержит ровно три нуля, то каждое из мно-

жеств R1 и S1 содержит не более трех вершин, а подграфы графа G~ , порожденные указан-
ными множествами, являются связными и представляют собой либо треугольник, либо 
ребро. Пополним множество R1 теми вершинами графа G~ , из которых существует цепь в 
одну из вершин множества R1, не содержащая вершин из множества S1. Соответственно 

пополним множество S1 теми вершинами графа G~ , из которых не существует таких це-
пей. Полученные множества R и S по построению образуют разбиение множества J и по-
рождают связные подграфы графа G~ . Кроме того, поскольку cij = ckj для j∉R1∪S1 получа-
ем, что cij ≤ ckj  для j∈R и ckj ≤ cij  для j∈S. Это означает, что матрица C связна относитель-

но графа G~ . Теорема доказана. 
Из сказанного получаем, что если матрица C является связной относительно внеш-

непланарных графов, то она приводима посредством эффективной процедуры к матрице 
со свойством 2-связности. Следовательно, задача FL с матрицей транспортных затрат C 
размера m×n, связной относительно внешнепланарных графов, может быть эффективно 
решена алгоритмом с оценкой трудоемкости O(mn3). Естественное расширение класса 
матриц, связных относительно внешнепланарных графов, до матриц, связных относитель-
но планарных графов, приводит к матрицам уже не обладающим полезными свойствами, 
позволяющими строить эффективные алгоритмы решения задачи FL. 

Таким образом, получаем, что понятие связности относительно графа не приводит 
к расширению класса матриц транспортных затрат, с которыми задача FL является поли-
номиально разрешимой. Вместе с тем это понятие дает полезное эквивалентное определе-
ние свойству 2-связности и позволяет сформулировать важное условие приводимости ис-
ходной матрицы к 2-связной. Последнее особенно полезно при рассмотрении задач раз-
мещения на сети. 

 

7      Эффективно разрешимые случаи задачи размеще-
ния на сети 

7.1.   Задача размещения на сети 

Рассмотрим задачу NFL на сети G = (J,E) с множеством вершин J и ребер E. На-
помним, что элементы матрицы транспортных затрат C = (cij) (i∈J, j∈J) этой задачи имеют 
вид cij = pj⋅dij , где dij — наименьшая длина цепи из вершины i в вершину j. 

Отметим, что свойство связности матрицы относительно графов, позволяющее 
строить эффективные алгоритмы решения задачи FL, может быть использовано для по-
строения эффективных алгоритмов решения задачи NFL на таких графах. Основанием то-
му является следующая лемма. 

Лемма 3.7.1. Матрица C задачи NFL  на сети G является связной относительно 
графа G. 
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Доказательство. Рассмотрим матрицу C = (cij) (i∈J, j∈J) и для произвольных i, k∈J 
устроим разбиение (R,S) множества J следующим образом: R = { j∈J | dij ≤ dik }, S = { j∈J | 
dij > dkj }. Покажем, что графы G1 и G2, порождаемые множествами R и S, являются связ-
ными. Для этого заметим, что для любого j∈R цепь наименьшей длины из i в j содержит 
только вершины из множества R. Действительно, если в этой цепи имеется вершина l∈S, 
то dil > dkl и, следовательно, dij > dkl , а это противоречит условию j∈R. Аналогично заме-
тим, что для любого j∈S  цепь наименьшей длины из k и j  содержит только вершины из 
множества S. Действительно, пусть для вершины l  этой сети имеем l∈R. Тогда dil ≤ dkl и, 
следовательно, dij ≤ dkj, что противоречит условию j∈S. Таким образом, графы G1 и G2 яв-
ляются связными и лемма доказана. 

Из доказанного с учетом того, что задача FL с матрицей C, связной относительно 
внешнепланарного графа, сводится к задаче FL с 2-связной матрицей, получаем, что зада-
ча NFL на сети в виде внешнепланарного графа сводится к задаче FL с 2-связной матри-
цей. Следовательно, задача NFL на внешнепланарном графе с n вершинами может быть 
решена алгоритмом с оценкой трудоемкости O(n4). Отсюда, в частности, получаем, что 
задача NFL на сети в виде дерева также может быть решена алгоритмом с той же оценкой 
трудоемкости. Отметим, что эта оценка хуже, чем оценка O(n3), упоминавшихся ранее 
градиентных алгоритмов из [116′, 125] для задачи NFL на дереве. В действительности же 
специфика дерева такова, что позволяет строить существенно менее трудоемкие алгорит-
мы. В [26] для задачи FL с матрицей C, связной относительно дерева, построен алгоритм с 
оценкой трудоемкости O(n2). Это означает, что задача NFL на сети в виде дерева может 
быть эффективно решена алгоритмом с оценкой трудоемкости O(n2). Ниже для этой зада-
чи предлагается алгоритм той же трудоемкости, построенный по аналогии с алгоритмом 
решения задачи FL с матрицей C, обладающей свойством p-связности, p ≤ 2. 

7.2.   Алгоритм для задачи размещения на сети в виде дерева 

Для построения такого алгоритма исходную задачу NFL на дереве G =(J, E) с мат-
рицей транспортных затрат C = (cij) (i∈J, j∈J), где cij = pj⋅dij, представим как задачу мини-
мизации функции 

∑∑
∈ =∈

+=
Jj

ij
ziJi

iin czfzzg
i 1|

1 min),...,(  

на множестве (0,1)-векторов. Кроме того, введем на множестве вершин J рассматриваемо-
го дерева G отношение частичного порядка, которое  необходимо для построения упоря-
доченного семейства подзадач исследуемой задачи и составления соответствующих ре-
куррентных соотношений. 

Чтобы задать такой частичный порядок выберем произвольную вершину j0∈J и 
ориентируем ребра графа G так, чтобы существовала ориентированная цепь из вершины j0 
в любую вершину j∈J. Тем самым получим ориентированное дерево ),( EJG =  с корне-

вой вершиной j0. Через jG  обозначим поддерево дерева G , для которого вершина j∈J яв-
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ляется корневой, а через Jj — множество вершин этого поддерева. Про вершины множест-
ва Jj  будем говорить, что они следуют за вершиной j. Через Lj обозначим вершины подде-
рева jG , которые являются конечными вершинами дуг с начальной вершиной j. Про вер-

шины этого множества будем говорить, что они непосредственно следуют за вершиной j. 
Рассмотрим теперь помимо исходной задачи NFL семейство задач {NFL(j), j∈J}, 

где при любом j∈J задача NFL(j) состоит в минимизации функции 

∑ ∑
∈ ∈ =

+=
Ji

ij
Jl zi

iinj czfzzg
j i 1|

1 min),...,(  

на множестве (0,1)-векторов (z1,…, zn). Понятно, что задача NFL(j) отличается от исходной 
задачи NFL тем, что выбранные средства должны удовлетворять спрос не во всех верши-
нах J графа G, а только в части вершин Jj. 

Оптимальное значение целевой функции задачи NFL(j) обозначим через Fj. Для 
всякого i∈J оптимальное решение задачи NFL(j) с дополнительным условием z1=1 назо-
вем i-оптимальным решением. 

Если (z1,…, zn) — решение задачи NFL(j), то с этим решением будем связывать сле-
дующие множества 
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Назовем i-оптимальное решение существенным, если Il = {i} для некоторого l∈Jj. 
Для всякого j∈J рассмотрим заданную на множестве J функцию Fj(i), определен-

ную следующим образом: 
{ }. ;)(min)( ∑

∈
−++=

jLl
liliijj FfiFfciF  

Содержательно величину Fj(i) можно рассматривать как значение целевой функции зада-
чи NFL(j) на i-оптимальном решении. Нашей целью будет доказательство равенства ана-
логичного равенствам, полученным для задачи FL в случае матриц C, обладающих свой-
ством p-связности, p ≤ 2.  

Теорема 3.7.1.  Для всякого j∈J справедливо равенство 
).(min iFF j

Ji
j

∈
=  

Для того, чтобы доказать приведенное равенство убедимся в справедливости сле-
дующих утверждений. 

Лемма 3.7.2. Для любого j∈J и всякого i0∈J существует решение (z1,…, zn), 1
0
=iz , 

такое, что 
).(),...,( 01 iFzzg jnj ≤  

Доказательство проведем индукцией по числу элементов в множестве Jj. Если j — 
концевая вершина, то 
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),,...,()( 10 00 njijij zzgfciF =+=  

где (z1,…, zn) — такой вектор, у которого 1
0
=iz и zi = 0 при i ≠ i0.  

Предположим, что утверждение справедливо для вершин j таких, что | Jj | < S и по-
кажем его справедливость для вершины j, для которой | Jj | = S. Пусть 

{ } ( ) .)(;)(min)(
1 0

000000000 ∑ ∑∑
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По предположению индукции для всякого 1
jLl∈  существует вектор (z1l,…, znl), ,1

0
=liz  

такой, что ).,...,()( 10 nllll zzgiF ≥  Для всякого 0
jLl∈  обозначим через ),...,( 1

∗∗
nll zz  такой 

вектор, что ).,...,( 1
∗∗= nllll zzgF  Пусть вектор (z1,…, zn) есть объединение рассмотренных 

векторов. Тогда можем написать 
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Лемма доказана. 
Лемма 3.7.3. Пусть (z1,…, zn) — i0-оптимальное решение задачи NFL(j) и пусть су-

ществует разбиение ),( 01
jj LL  множества Lj такое, что 

( )∑ ∑
∈ ∈

+−++=
1 0

000
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Тогда ).(),...,( 01 iFzzg jnj =  

Доказательство.  Предположим противное и пусть ).(),...,( 01 iFzzg jnj >  По пре-

дыдущей лемме существует решение ),,...,( 1 nzz ′′ 1
0
=′iz , такое, что ).,...,()( 10 njj zzgiF ′′≥  

Но это противоречит i0-оптимальности решения (z1,…, zn). Лемма доказана. 
Лемма 3.7.4. Пусть (z1,…, zn) — существенное i0-оптимальное решение задачи 

NFL(j), j∈J, и пусть i0∈Ij. Тогда ).(),...,( 01 iFzzf jnj =  

Доказательство  проведем индукцией по числу элементов множества Jj или по 
числу потомков вершины j в графе G . Если j — корневая вершина, для которой Lj = ∅, то 
можем написать 

).(),...,( 01 00
iFfczzf jijinj =+=  

Предположим, что утверждение верно для вершин j таких, что | Jj | < S и покажем его 
справедливость для вершины j, у которой | Jj | = S. Для этого рассмотрим множества 
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и покажем, что выполняются следующие два соотношения: 
( ) ( ) ∅=∩ }{\}{\ 0000 iIiI tl  для любых ,,

0jLtl ∈  

( ) ∅≠∩∪ tl IiI }{ 00  для любых l∈Lj, t∈Jl. 
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Начнем с первого. Пусть для i ≠ i0 имеем 
1

}{ jIi = и 
2

}{ jIi = , где  j1∈Jl , j2∈Jt  и l, t∈Lj, l ≠ t. 

Поскольку i0∈Ij , то .
0 jiij dd ≥  Тогда либо ,

110 ijji dd ≤ либо  ,
220 ijji dd ≤  что противоречит 

условию }.{
21

iII jj ==  Убедимся также в справедливости второго соотношения. Пусть 

для некоторых l∈Lj и t∈Jl имеем I0l ∩ It = ∅. Пусть тогда i∈It, i∉I0l . Поскольку i∉Jl и 
,

0 jiij dd ≥  то .
0tiit dd ≥  Следовательно, i0∈It , что доказывает требуемое. 

Для всякого  l∈Lj  по исходному решению (z1,…, zn) построим вектор (z1l,…, znl) 
следующим образом: 
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Кроме того, положим ,1
0
=liz  если I0l ∩ It = ∅ для некоторого j∈Jl.   

Положим 
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Тогда с учетом того, что множества I0l \ {i0},  l∈L, не пересекаются, можем написать 
( ) .),...,(),...,(),...,(
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Поскольку (z1,…, zn) — существенное i0-оптимальное решение задачи NFL(j), то решение 

(z1l,…, znl) при 1
jLl∈  будет существенным i0-оптимальным решением задачи NFL(l), а при 

0
jLl∈  — оптимальным решением задачи NFL(l).  Кроме того, для 1

jLl∈  имеем i0∈Il. По-

этому с учетом предположения индукции справедливо равенство 
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Отсюда, принимая во внимание предыдущую лемму, получаем 
).(),...,( 01 iFzzf jnj =  

Лемма доказана. 
Для доказательства теоремы 3.7.1. остается заметить, во-первых, что в силу леммы 

3.7.2, для всякого i∈I имеем Fj ≤ Fj(i) и, во-вторых, что существует i0∈I, для которого Fj = 

Fj(i0). Действительно, пусть ),...,( 1
∗∗
nzz — существенное оптимальное решение задачи 

NFL(j). Рассмотрим элемент i0∈I0 такой, что i0∈Ij . Тогда (z1,…, zn) — существенное i0-
оптимальное решение задачи NFL(j) и по лемме 3.7.4 получаем ).( 0iFF jj =  

На основе доказанной теоремы 3.7.1 может быть построен малотрудоемкий алго-
ритм решения задачи NFL на сети в виде дерева G. При этом предполагается, что верши-
ны дерева G занумерованы в порядке убывания рангов вершин в корневом дереве G  так, 
что номер 1 имеет одна из корневых вершин, а номер n — корневая вершина j0. Считается 



Полиномиально разрешимые случаи задачи размещения  67
 
 

также, что дерево G  задано списком вершин с указанием для каждой вершины ее непо-
средственных потомков. 

Алгоритм состоит из двух этапов. Первый этап включает n шагов. На j-м шаге, j = 
1,…, n,  для всякого i∈J вычисляется величина Fj(i) по формуле 
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Далее определяется величина 
)(min iFF j
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и элемент i(j) такой, что 
).(minarg)( iFji j
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После этого, если j < n, начинается следующий шаг в противном случае — второй этап. 
Второй этап состоит из предварительного шага и n основных шагов. 

На предварительном шаге полагается . ,0 Jizi ∈=∗  

На очередном k-м, k = 1,…, n, основном шаге рассматривается вершина с номером j 

= n – k + 1. Полагается .1)( =∗
jiz  Далее для всякого l∈Lj вычисляется величина 

{ }ljil FfjiF  ;))((min )(−  

и определяется разбиение ),( 01
jj LL  множества Lj такое, что 

                                                                                            

После этого для всякого 1
jLl∈  полагается i(l) = i(j) и, если j > 1, начинается следующий 

шаг. В противном случае алгоритм заканчивает работу. 
Оценим трудоемкость этого алгоритма. Предварительный этап, связанный с вы-

числением рангов вершин и их перенумерацией в порядке невозрастания рангов, в случае 
дерева имеет трудоемкость O(n). Суммарная трудоемкость вычисления на всех шагах пер-
вого этапа величин Fj(i) равняется O(n2), а трудоемкость определения величины Fj на со-
ответствующем шаге оценивается величиной O(n). Поэтому оценка трудоемкости первого 
этапа есть величина O(n2). Та же оценка справедлива и для второго этапа, поскольку для 
вычисления необходимых разбиений множеств Lj на всех шагах второго этапа алгоритма 
требуется порядка n2 действий. Таким образом, трудоемкость представленного алгоритма 
решения задачи NFL на сети в виде дерева равняется O(n2). 


